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ỨNH DỤNB ĐẠI HÀM HỂ KHẢD SÁT VÀ VẼ 


Trong chương này, chúng ta ứng dụng đạo 
hàm và giới hạn để xét một số tính chất quan 
trọng của hàm số và đồ thị như : tính đơn điệu, 
cực trị, giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm 
số và các đường tiệm cận của đồ thị ; từ đó 
khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 
Học sinh cần có kĩ năng thành thạo khi xét các 
tính chất đã nêu của một hàm số cho trước 
cũng như khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị 
của một số hàm số đơn giản. 


§ TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 


_1ỀRERRRRRRRRRNỀNNRRNXT 


Trong bài này ta sẽ ứng dụng đạo hàm để xét tính đơn điệu (tức là tính đồng 
biến và tính nghịch biến) của hàm số. 
Trước hết ta nhắc lại định nghĩa hàm số đồng biến và hàm số nghịch biến 
trong sách giáo khoa Đại số 10 nâng cao. 
Giả sử K là một khoảng, một đoạn hoặc một nửa khoảng và ƒ là hàm số xác 
định trên K. 
Hàm số ƒ được gọi là đồng biến trên K nếu 
Văn, xạ €K, xị <*x¿ > ƒŒ¡)< ƒG2) ; 
Hàm số ƒ được gọi là nghịch biến trên K nếu 
Văn, xạ €K, xị < x¿ —> ƒŒ¡) > ƒG2). 
Nói một cách khác, nếu hàm số ƒ xác định trên K thì 
Hàm số ƒ đồng biến trên K khi và chỉ khi với x tuỳ ý thuộc K, ta có 
ƒŒ + Ax) - ƒŒœ) 
Ax 
Hàm số ƒ nghịch biến trên K khi và chỉ khi với x tuỳ ý thuộc K, ta có 
ƒ(x + Ax)— ƒŒ) 
Ax 


> 0 với mọi Ax # 0 mà x + Ax e K. 


< 0 với mọi Ax #4 0 mà x + Ax e K. 
Từ đó, người ta chứng minh được điều sau đây : 


Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng 7. 


a) Nếu hàm số ƒ đồng biến trên khoảng 7 thì ƒ'(x) > 0 với mọi 
xeÏl. 
b) Nếu hàm số ƒ nghịch biến trên khoảng 7 thì ƒ'(x) <0 với 


mọi +x € Ï, 


Đảo lại, có thể chứng minh được : 


ĐỊNH LÍ 
Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng Ï. 


a) Nếu ƒ'(x) >0 với mọi x e 7 thì hàm số ƒ đồng biến trên 
khoảng !. 


b) Nếu ƒ(x) <0 với mọi x e 7 thì hàm số ƒnghịch biến trên 
khoảng !. 
c) Nếu ƒ'(x) =0 với mọi x e ï thì hàm số ƒ không đổi trên 


khoảng !. 


Định lí trên cho ta một điều kiện đủ để hàm số đơn điệu trên một khoảng. 


CHÚ Ý 

Khoảng 7 trong định lí trên có thể được thay bởi một đoạn hoặc 

một nửa khoảng. Khi đó phải bổ sung giả thiết "Hàm số liên tục 

trên đoạn hoặc nửa khoảng đó". Chăng hạn : 

Nếu hàm số ƒ liên tục trên đoạn [z ; b] và có đạo hàm ƒ'(x) > 0 trên 

khoảng (z ; Ð) thì hàm số ƒ đồng biến trên đoạn [ø ; b]. 

Người ta thường diễn đạt khăng định này qua bảng biến thiên như sau : 
* ạ b 


#Œ) + 


ƒ®) 
/@ | ya ï" .‹“— 


Ví dụ 1. Chứng minh rằng hàm số ƒ(x) = V1 — +? nghịch biến trên đoạn [0 ; I]. 
Giải 


Dễ thấy hàm số đã cho liên tục trên đoạn [0 ; I]. Ngoài ra, ƒ'(x) = "TT <0 


với mọi x e (0; 1). Do đó hàm số nghịch biến trên đoạn [0 ; 1]. LI 
e Việc tìm các khoảng đồng biến và nghịch biến của một hàm số còn được nói 
gọn là xét chiều biến thiên của hàm số đó. 

Qua định lí đã nêu, ta thấy việc xét chiều biến thiên của một hàm số có đạo 
hàm có thể chuyển về việc xét dấu đạo hàm của nó. 


Ví dụ 2. Xét chiều biến thiên của hàm số 
4 
y=x+—- 
ẩ 


Giải 


Hàm số đã cho xác định trên tập hợp lR\ {0}. 


4 S4 
Ta có y' =1—-~ =^ 
x Xx 


y=U<=x=+2. 


Chiều biến thiên của hàm số được nêu trong bảng sau : 


50 —œ _2 0 Đ) +oœo 


y F .à "3 


Vậy hàm số đồng biến trên mỗi khoảng (—œ ; —2) và (2 ; +œ), nghịch biến 
trên mỗi khoảng (—2 ; 0) và (0; 2). 


|Hf| xé: chiều biến thiên của hàm số 
1 3 
v= ma Đhnh +2x—3. 
Ví dụ 3. Xét chiều biến thiên của hàm số 
4 
W=e# 2v ad <3: 
3 
Giải 
Hàm số đã cho xác định trên R. 


Ta có y' = 4x7 - 4x +1 = (2x— UỶ. 


| 


1 Z. ` 1 Z ° 1 
y.=0 VỚI X.= 5: MAY > 0 với mọi x # -: 


2. 


Bảng biến thiên : 


¬= : +eo 
2 
y + 0 + 
17 
7 6 
“—.... 


Theo chú ý sau định lí, hàm số đã cho đồng biến trên mỗi nửa khoảng 


` 


[~= : ; và Ẹ ;+ ) Từ đó suy ra hàm số đồng biến trên ÏR. 


Nhận xét. Qua ví dụ 3, ta thấy có thể mở rộng định lí đã nêu như sau : 
Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng 7. Nếu ƒ'(x) > 0 với mọi x e 7 (hoặc 
ƒ(z) <0 với mọi x e ?) và ƒ'(z) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm của / thì 


hàm số ƒ đồng biến (hoặc nghịch biến) trên 7. 


H2! Xét chiều biến thiên của hàm số 


Xét chiều biến thiên của các hàm số sau : 
a)y= 2x) +3x7+l; b)y= xÌ—2x7 +x+1; 


3 2 
= — ‡ đd = ——‡ 
c)y đớn )%<=w ¬ 


e)y=+x“—2x7 —5; Dy=4- +”. 


Chứng minh rằng 


` ^ Xx— 2 À *A⁄ A Ấ* 2 z * 9 z 
a) Hàm số y = PHI đồng biến trên môi khoảng xác định của nó ; 
X 


các 


b) Hàm số y = T 


nghịch biến trên mỗi khoảng xác định của nó. 


Chứng minh rằng các hàm số sau đây đồng biến trên 


a) ƒ@)=xÌ—6x” +17x+4; b) ƒ(x) =x) + x— cosx - 4. 


Với giá trị nào của z hàm số y= đx — 1 nghịch biến trên IR 2? 
Tìm các giá trị của tham số z để hàm số 


ƒ@) = sư +axy ? +4x+3 


đồng biến trên ïR. 


Luyện lập 
Xét chiều biến thiên của các hàm số sau : 
A)y= gu? =2x2 +45 b)y= =5 +) +6x2 =9 Tổ ; 
gu Ợ D2, d)y= 42x — x? ; 
S)y= +2 —2x +3 Đy== T2 


Chứng minh rằng hàm số 
ƒ(z) = cos2x - 2x + 3 


nghịch biến trên ïR. 


Chứng minh các bất đẳng thức sau : 
a) sinx < x với mọi x>0, 
sinx > x với mọi x< 0; 


Hướng dân. Chúng minh hàm số ƒ(x) = x — sinx đồng biến trên nửa khoảng 


X“ _.. : 
b) Cosx>1—-—- với mọi x # Ö ; 


: SN 
c) sinx> #X—= VỚI mỌi x > 0, 


: 
Sinx < LIN với mọi x < Ö. 


9. Chứng minh rằng 


Ề đu 202 7 
sinx + tanx > 2x với mọi x lo : nÌ) 


Hướng dân 


Chứng minh hàm số ƒ(x) = sinx + tanx - 2x đồng biến trên nửa khoảng 


7 
| 
10. Số dân của một thị trấn sau / năm kể từ năm 1970 được ước tính bởi 


công thức 


_— 26r+10 
_ f+5 


ƒữŒ) 


» 


(ƒ#Œ) được tính bằng nghìn người). 

a) Tính số dân của thị trấn vào năm 1980 và năm 1995, 

b) Xem ƒ là một hàm số xác định trên nửa khoảng |0 ; +œ). Tìm ƒ' và xét 
chiều biến thiên của hàm số ƒ trên nửa khoảng [0 ; + œ). 


c) Đạo hàm của hàm số ƒ biểu thị tốc độ tăng dân số của thị trấn (tính bằng 
nghìn người/ năm). 


e Tính tốc độ tăng dân số vào năm 1990 và năm 2008 của thị trấn. 


e® Vào năm nào thì tốc độ tăng dân số là 0,125 nghìn người / năm ? 


CƯC TRI CỦA HÀM SỐ 


“ 


Bài này giới thiệu khái niệm cực đại, cực tiểu của hàm số và xét quan hệ 
giữa cực đại, cực tiểu với dấu của đạo hàm cấp một và đạo hàm cấp hai của 


hàm số. 
1. Khái niệm cực trị của hàm số 
ĐỊNH NGHĨA 
Giả sử hàm số ƒ xác định trên tập hợp 9) (9 


RÑ) và xg € , 


a) xạ được gọi là một điểm cực đại của hàm số ƒ nếu tồn tại một 


khoảng (z ; b) chứa điểm x¿ sao cho (ø ; b) c 9 và 
ƒ(Œz) < ƒŒ) với mọi x e (đ; b) \{xạ]. 


Khi đó ƒ(xạ) được gọi là giá trị cực đại của hàm số ƒ: 


b) + được gọi là một điểm cực tiểu của hàm số ƒ nếu tồn tại 


một khoảng (z ; b) chứa điểm xạ; sao cho (ø ; b) 9 và 
ƒŒ@) > ƒŒq) với mọi x e (đ; Đ) \{xạ]. 


Khi đó ƒ(xạ) được gọi là giá trị cực tiểu của hàm số ƒ: 


Điểm cực đại và điểm cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. 
Giá trị cực đại và giá trị cực tiểu được gọi chung là cực trị. 


Nếu xạ; là một điểm cực trị của hàm số ƒ thì người ta nói rằng hàm số ƒ đạt 


cực trị tại điểm xạ. y 
y=/0) 


cực tiểu cực đại 


Hình II 
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CHÚ Ý 

1) Giá trị cực đại (cực tiểu) ƒ(xạ) của hàm số ƒ nói chung không 
phải là giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số ƒ trên tập hợp 9} ; 
ƒŒạ) chỉ là giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) của hàm số ƒ trên một 
khoảng (ø ; b) nào đó chứa điểm xạ. 

2) Hàm số ƒ có thể đạt cực đại hoặc cực tiểu tại nhiều điểm trên tập 
hợp 9. Trên đồ thị của hàm số y = ƒ(+x) trong hình 1.1, ta thấy 


hàm số có hai điểm cực tiểu và hai điểm cực đại. Hàm số cũng có 
thể không có cực trị trên một tập hợp số thực cho trước. 


3) Đôi khi người ta cũng nói đến điểm cực trị của đồ thị. 
Nếu xạ là một điểm cực trị của hàm số ƒ thì điểm (xạ; ƒ(xạ)) được 
gọi là điểm cực trị của đồ thị hàm số ƒ. 
2. Điều kiện cần để hàm số đạt cực trị 
Quan sát đồ thị của hàm số y = ƒ(+) (h.I.1), ta thấy nếu hàm số ƒ đạt cực trị 
tại điểm xạ và nếu đồ thị của hàm số có tiếp tuyến tại điểm (xạ ; ƒ(+xạ)) thì 
tiếp tuyến đó song song với trục hoành, tức là ƒ'(xạ) = 0. 


Đó là nội dung của định lí mà ta thừa nhận sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Giả sử hàm số ƒ đạt cực trị tại điểm xạ. Khi đó, nếu ƒ có đạo 


hàm tại xọ thì ƒ (xạ) = Ø. 


Điều ngược lại có thể không đúng. Đạo hàm ƒ' có thể bằng 0 tại điểm xạ 
nhưng hàm số ƒ không đạt cực trị tại điểm xạ. 

Chẳng hạn, xét hàm số ƒ(x) = +Ÿ, ta có ƒ'(x) = 3x7 và ƒ'(0) = 0. Tuy nhiên, 
hàm số ƒ không đạt cực trị tại điểm x = 0. Thật vậy, vì ƒ'(x) > 0 với mọi x # 0 


nên hàm số ƒ đồng biến trên IR (h.1.2). 


II 


Hình T.2 Hình 1.3 
CHÚ Ý 


Hàm số có thể đạt cực trị tại một điểm mà tại đó hàm số không có 


* 


đạo hàm. Chẳng hạn, hàm số y = ƒ(%) = 


xác định trên lR. Vì 
ƒ(0) =0 và ƒ(x) >0 với mọi x # 0 nên hàm số đạt cực tiểu tại 
điểm x = 0. 
Dễ thấy hàm số y = |x| không có đạo hàm tại điểm x = 0 (h.1.3). 
Như vậy, một hàm số chỉ có thể đạt cực trị tại một điểm mà tại đó 
đạo hàm của hàm số bằng 0, hoặc tại đó hàm số không có đạo hàm. 
3. Điều kiện đủ để hàm số đạt cực trị 


Định lí sau cho ta một điều kiện đủ để hàm số đạt cực trị. 


ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử hàm số ƒ liên tục trên khoảng (2 ; Ð) chứa điểm xạ và 


có đạo hàm trên các khoảng (#; xạ) và (xạ ; b). Khi đó 


a) Nếu ƒ (+) <0 với mọi x e (Z; xạ) và ƒ'(x) >0 với mọi 


x e ( ; b) thì hàm số ƒ đạt cực tiểu tại điểm xạ. 


b) Nếu ƒ +) >0 với mọi x e(z; xạ) và ƒ'(x) < 0 với mọi 


x e(ọ ; b) thì hàm số ƒ đạt cực đại tại điểm xạ. 
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Nói một cách khác, 
a) Nếu ƒ (+) đổi dấu từ âm sang dương khi x qua điểm xạ (theo chiều tăng) 
thì hàm số đạt cực tiểu tại điểm xạ. 
b) Nếu ƒ'(+) đổi dấu từ dương sang âm khi x qua điểm xạ (theo chiều tăng) 
thì hàm số đạt cực đại tại điểm xạ. 
Chứng mình 
a) Vì hàm số ƒ liên tục trên nửa khoảng (z; xạ] và ƒ'+x)<0 với mọi 
x €(z; xạ) nên hàm số ƒ nghịch biến trên (ø ; xọ ]. Do đó 

ƒ(z) > ƒŒq) với mọi x e (đ; %ạ). 
Tương tự, vì hàm số ƒ liên tục trên nửa khoảng [xạ ; b) và ƒ'(x) >0 với mọi 
x e (+ ; b) nên hàm số đồng biến trên [xạ ; 5). Do đó 

ƒ(z) > ƒŒq) với mọi x e (+ ; Ö). 
Vậy ƒ() > ƒŒạ) với mọi x e (Z; Ð) \ {xạ}, tức là hàm số ƒ đạt cực tiểu tại 
điểm xạ. 
b) Phần b) được chứng minh tương tự. L 
Định lí 2 được viết gọn lại trong hai bảng biến thiên sau : 


X ạ *0 b 


ƒŒ) — + 


#Œ@) " ƒŒq) Suy” 


(cực tiểu) 


# ạ *0 b 


ƒŒ) + = 
ƒ@q) 


ƒŒ) _“ *« nh ng, 


Từ định lí 2 ta có quy tắc tìm cực trị sau đây. 
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QUY TẮC 1 
1. Tìm ƒ (zx). 


2. Tìm các điểm x; ( = I, 2,...) tại đó đạo hàm của hàm số bằng 0 
hoặc hàm số liên tục nhưng không có đạo hàm. 
3. Xét dấu ƒ'(x). Nếu ƒ'(+) đổi dấu khi x qua điểm x, thì hàm số 


đạt cực frỊ tại +;. 


Ví dụ 1. Tìm cực trị của hàm số 


T()= . x? 3t 


Giải 


Hàm số đã cho xác định trên ÏR. 


Ta có f'Œ) =x?—2x—3. 
Từ đó ƒt(z) =0< x=_-] hoặc x = 3. 
Sau đây là bảng biến thiên : 
vã —œ mì 3 +œ 
£@) + 0 = 0 PT 
3 

/Œ) 

-Ã 

3 

Vậy hàm số đạt cực đại tại điểm +x = -I, giá trị cực đại của hàm số là 


ƒ(-1) = 3. Hàm số đạt cực tiểu tại điểm x = 3, giá trị cực tiểu của hàm số là 


52 
ƒ@) =-Tĩ: 


H1| Tìm cực trị của hàm số 


4 
ƒ(x) = §:Er oan: 


Ví dụ 2. Áp dụng quy tắc 1 tìm cực trị của hàm số 


ƒŒ) = l. 


Giải 


Hàm số đã cho xác định và liên tục trên ïR. 


Ta có #@ —* VỚI Y < Ú 
a có x)= 

x VỚI x >0. 

—l với x< 0 
Do đó ƒ@)= : 

1 với x >0. 


(Hàm số ƒ không có đạo hàm tại điểm x = 0). 
Sau đây là bảng biến thiên : 
X —œ 0 +œ 


£@) ã | + 


ƒ@0 so : "=— .a 


Vậy hàm số đạt cực tiểu tại x = 0 và giá trị cực tiểu của hàm số là ƒ(0) =0. 


Có thể sử dụng đạo hàm cấp hai để tìm cực trị của hàm số. Người ta đã chứng 
minh định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 3 


Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm cấp một trên khoảng (z; b) 
chứa điểm xạ, ƒ'(xạ) = 0 và ƒ có đạo hàm cấp hai khác 0 tại 


điểm xạ. 


a) Nếu ƒ"(xạ) < 0 thì hàm số ƒ đạt cực đại tại điểm xụ. 


b) Nếu ƒ "(4¿) > 0 thì hàm số ƒ đạt cực tiểu tại điểm xạ. 


Từ định lí 3, ta có một quy tắc khác để tìm cực trị của hàm số (nếu hàm số có 
đạo hàm cấp hai). 
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QUY TẮC 2 

1. Tìm ƒ (z). 

2. Tìm các nghiệm +, (¡ = 1, 2....) của phương trình ƒ'(x) = 0. 
3. Tìm ƒ”(+) và tính ƒ"(+x,). 

Nếu ƒ"(x,) < 0 thì hàm số đạt cực đại tại điểm x,. 

Nếu ƒ "(z;) > 0 thì hàm số đạt cực tiểu tại điểm x;. 


Ví dụ 3. Áp dụng quy tắc 2 tìm cực trị của hàm số 


7ƒ(3)= no —# c2 Hoàn 


5 

Giải 
Hàm số đã cho xác định trên ïR. 
Ta có ƒ (x) = x?—2x—3; 

ƒ(z) =0< x=-l hoặc x = 3 ; 

ƒ"Œœ) = 2x- 2. 
Vì ƒ"(—-1) = -4 <0 nên hàm số đạt cực đại tại đểm x = —1, ƒ(—1) = 3 
Vì ƒ"{3) = 4 >0 nên hàm số đạt cực tiểu tại điểm x = 3, ƒ() = -Tấ: 
Ta nhận được các kết quả đã biết trong ví dụ 1. 

H2| Tìm cực trị của hàm số 
ƒ()= 2sin2x- 3. 
Câu höi và hài tận 
11. Tìm cực trị của các hàm số sau : 

a) ƒ(x) = sư +2 +3x—]; b) ƒŒ&) = Tư —# ?2+2x —10 ; 


©) ƒG) ST đ) ƒ@) = lxl( +2) ; 
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5 3 ; 
nh X x-=3x+3 
86)J(Ä)=“=_—— šẽ T3: J @) =———-—- 
5 3 —Ï 
12. Tìm cực trị của các hàm số sau : 
a)y= x4|4— 3? ; b)y= AJ8 — #” ; 
C€)y= x_—sin2x + 2 ; d) y= 3— 2cosx — cos2x. 


13. Tìm các hệ số a, Ð, c, đ của hàm số 
Ty.= ax) + bx? +cx+ d 
sao cho hàm số ƒ đạt cực tiểu tại điểm x = 0, ƒ(0) = 0 và đạt cực đại tại điểm 
x=1Lƒ()=1. 
14. Xác định các hệ số az, Ð, c sao cho hàm số 
j1) = x2+ax +bx+c 
đạt cực trị bằng 0 tại điểm x = - 2 và đồ thị của hàm số đi qua điểm A( ; 0). 


15. Chứng minh rằng với mọi giá trị của z, hàm số 


— x2 — m(m + 1)x + mẺ +1 
yự= X — TT 
luôn có cực đại và cực tiểu. 
GIÁ TRỊ LỚN NHẤT 
N VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 


Nhiều bài toán dẫn đến việc tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
trên một tập hợp số thực cho trước. Trong bài này ta sẽ ứng dụng tính đơn 
điệu và cực trị của hàm số để tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
hàm số. 
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ĐỊNH NGHĨA 


Giả sử hàm số ƒ xác định trên tập hợp 9 (` c R). 


a) Nếu tồn tại một điểm x¿ e 9` sao cho 
ƒ(Œ) < ƒŒq) với mọi x e 9 
thì số M = ƒ(+xg) được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số ƒ trên 


®, kí hiệu là M = max ƒ(+). 


xeØ 
b) Nếu tồn tại một điểm xạ e 9 sao cho 
ƒŒ) 3 ƒŒạ) với mọi x e 9 
thì số m = ƒ(zxg) được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ trên 
%, kí hiệu là „ = min ƒ(). 
xe9 
Như vậy, muốn chứng tỏ rằng số M (hoặc m) là giá trị lớn nhất (hoặc giá trị 
nhỏ nhất) của hàm số ƒ trên tập hợp 9 cần chỉ rõ : 
a) ƒ(x) <M (hoặc ƒ(x) > m) với mọi x e Ø). 
b) Tồn tại ít nhất một điểm xạ e 9 sao cho ƒ(xg) = M (hoặc ƒ(%ạ) = m). 
Ta quy ước rằng khi nói giá trị lớn nhất hay nhỏ nhất của hàm số ƒ (mà không 


nói "trên tập 9") thì ta hiểu đó là giá trị lớn nhất hay nhỏ nhất của ƒ trên tập 
xác định của nó. 


Ví dụ 1. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
ƒ@G)= \jJ4—+? : 
Giải 
Tập xác định của hàm số là [-2; 2]. Hiển nhiên 0< ƒ(x)<2 với mọi 
xe[-2; 2]; 
T(x)»=UÚ >aA=#2 va ƒj(3)=2e@©*4+=0. 


Do đó 


min 4-x” =0; max 4l4-— x2 =2. L1 
xel-2; 2] xe[-2;2] 


Phương pháp thường được sử dụng để tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất 
của hàm số trên một tập hợp là lập bảng biến thiên của hàm số trên tập 
hợp đó. 


Ví dụ 2. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
ƒ() = xŸ) — 3x + 3 trên đoạn |-3 : ›| 
Giải. Ta có 
ƒ0)< 3076100 
71:04) <1 =1. 


Sau đây là bảng biến thiên của ƒ trên đoạn |-a : sỊ : 


X -3 -] 1 


| Cò 


#Œ) +. .0 „n0 + 


: l5 
lu Lái s F4 : 
15 I 


Từ bảng biến thiên, ta được 


max ƒ(x)= ƒ(-l)=Š ; mn ƒ(x)= ƒ(-3) = - I5. 


xe -3:5 xe -3:5 


IHỊ Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 


ƒŒ)=x+ 


: trên khoảng (1 ; + œ). 
x—1 


19 


20 


Ví dụ 3. Một hộp không nắp được 
làm từ một mảnh các tông theo mẫu 
hình 1.4. Hộp có đáy là một hình 
vuông cạnh +x (cm), chiều cao là (cm) 
và có thể tích là 500 cm”. 

a) Hãy biểu diễn j theo x. 

b) Tìm diện tích S(x) của mảnh các tông 
theo x. 

c) Tìm giá trị của x sao cho §(+) 
nhỏ nhất. 


2077) Hình 1.4 
a) Thể tích của hộp là 

500 
=: 


V = xˆh = 500 (cm). Do đó h= ——, x>0. 


b) Diện tích của mảnh các tông dùng làm hộp là 

S() = x” + 4hx. 
Từ a) ta có 

%, 
SỚ) =2 e6 
T 

c) Ta tìm x>0 sao cho tại đó S(x) đạt giá trị nhỏ nhất trên khoảng 
(0; + œ). Ta có 


2000 _ 2(xÌ— 1000). 


2 2 , 
* * 


S'(x) =2x-— 
Š$'(+) =0<>x= 10. 
Bảng biến thiên của Š trên khoảng (0 ; +©) : 


# 0 10 +oœo 


3 (*) — 0 + 


Sœ) » `" ((d 


Dựa vào bảng biến thiên ta thấy trên khoảng (0 ; + œ), hàm số Š đạt giá trị 
nhỏ nhất tại điểm x = 10. Vậy muốn tốn ít nguyên liệu nhất, ta lấy độ dài cạnh 
đáy hình hộp là x = 10 (cm). IR| 
Nhận xét 


Người ta đã chứng minh được rằng hàm số liên tục trên một đoạn thì đạt được 
giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trên đoạn đó. 


Trong nhiều trường hợp, có thể tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm 
số trên một đoạn mà không cần lập bảng biến thiên của nó. 


Giả sử hàm số ƒ liên tục trên đoạn [ø ; b] và có đạo hàm trên khoảng (ø ; Ð), 
có thể trừ một số hữu hạn điểm. Nếu ƒ (+) = 0 chỉ tại một số hữu hạn điểm 
thuộc (ø ; Đ) thì ta có quy tắc tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm ƒ trên 
đoạn [z ; b] như sau : 


QUY TẮC 

1. Tìm các điểm x\, x¿,..., x„ thuộc (ø ; Ù) tại đó hàm số ƒ có đạo 
hàm bằng 0 hoặc không có đạo hàm. 

2. Tính ƒŒ\)., ƒŒ¿)..... ƒŒ„). ƒ(4) và ƒ0). 

3. So sánh các giá trị tìm được. 

Số lớn nhất trong các giá trị đó là giá trị lớn nhất của ƒ trên đoạn 


[z ; b], số nhỏ nhất trong các giá trị đó là giá trị nhỏ nhất của ƒ trên 
đoạn [ø ; bỊ. 


Ví dụ 4. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ(x) = x”—3x+3 
trên đoạn [0; 2]. 
Giải. Ta có ƒ'(6) = 3x7 — 3 ; 
lê? =0 Bê -3=0 : =#I 
= c© 


<©#=1° 
0O<x<2 Ũ<x<2 0O<x<2 


#@) =1; ƒ() =3; ƒ@) =5. 


Dođó max ƒ(x) = 5 và min ƒ(x) = Ì. 
+e|0;2] +«|0;2] 
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0âu hủi và hài tập 


16. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
ƒ(© = sin! x + cos' +. 
17. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 
a) ƒ(x) = x  +2x— 5 trên đoạn [-2; 3] ; 
xŠ 


TH 2x” +3x — 4 trên đoạn [—4; 0] ; 


b) ƒŒ) = 
c}) J3) =.# = trên khoảng (0; + œ©) ; 


d) ƒ(x) = —x? +2x +4 trên đoạn [2 ; 4] ; 


2x +5x+4 


©) ƒG) =“—— 


trên đoạn [0; l] ; 


l ° kẻ 
f) ƒ(x) = x—— trên nửa khoảng (0; 2]. 
# 
18. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 


a)y= 2sin? x + 2sinzx — l ; b) y= cos” 2x — sinxcosx + 4. 


19. Cho một tam giác đều ABC cạnh z. Người ta dựng một hình chữ nhật NPQ 
có cạnh MN nằm trên cạnh ĐC, hai đỉnh P và Q theo thứ tự nằm trên hai cạnh 
AC và AB của tam giác. Xác định vị trí của điểm M sao cho hình chữ nhật có 
diện tích lớn nhất và tìm giá trị lớn nhất đó. 

20. Khi nuôi cá thí nghiệm trong hồ, một nhà sinh vật học thấy rằng : Nếu trên 
mỗi đơn vị diện tích của mặt hồ có ø con cá thì trung bình mỗi con cá sau một 
vụ cân nặng 


P() = 480 — 20n (gam). 


Hỏi phải thả bao nhiêu cá trên một đơn vị diện tích của mặt hồ để sau một vụ 
thu hoạch được nhiều cá nhất ? 
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21. 


22. 


BÀI 


24. 


25. 


26. 


Luyện tận 


Tìm cực trị của các hàm số sau : 
# x 
3) ƒ@) =— — : b) ƒ@) =—— 


x“+] x+1” 


c) ƒ@) =vJ5_- x7 : đ) ƒŒ@) = x+ 4x —1. 


Tìm giá trị của z để hàm số 


3 
x“ + mx — ] 
ƒŒ) = Su p=== 
có cực đại và cực tiểu. 
Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được cho bởi công thức 
G(x) = 0,025+ˆ(30 - x), 


trong đó x là liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân (x được tính bằng 
miligam). Tính liều lượng thuốc cần tiêm cho bệnh nhân để huyết áp giảm 
nhiều nhất và tính độ giảm đó. 
Cho parabol (9) : y = x“ và điểm A(-3:; 0). Xác định điểm / thuộc parabol 
(Ø) sao cho khoảng cách AM là ngắn nhất và tìm khoảng cách ngắn nhất đó. 
Một con cá hồi bơi ngược dòng để vượt một khoảng cách là 300km. Vận tốc 
dòng nước là 6km/h. Nếu vận tốc bơi của cá khi nước đứng yên là y (km/h) thì 
năng lượng tiêu hao của cá trong / giờ được cho bởi công thức 

E() = cv, 


trong đó c là một hằng số, E được tính bằng jun. Tìm vận tốc bơi của cá khi 
nước đứng yên để năng lượng tiêu hao là ít nhất. 


Sau khi phát hiện một bệnh dịch, các chuyên gia y tế ước tính số người nhiễm 
bệnh kể từ ngày xuất hiện bệnh nhân đầu tiên đến ngày thứ / là 


ƒŒ) = 45t? - t, =0, 1,2...., 25. 
Nếu coi ƒ là hàm số xác định trên đoạn [0 ; 25] thì ƒ'đ) được xem là tốc độ 


truyền bệnh (người / ngày) tại thời điểm ¿. 
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a) Tính tốc độ truyền bệnh vào ngày thứ 5. 
b) Xác định ngày mà tốc độ truyền bệnh là lớn nhất và tính tốc độ đó. 
c) Xác định các ngày mà tốc độ truyền bệnh lớn hơn 600. 
đ) Xét chiều biến thiên của hàm số ƒ trên đoạn [0 ; 25]. 
27. Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của các hàm số sau : 


a) ƒ(x) = j3— 2x trên đoạn [-3: 1]; 


b) ƒ&)=x+4-— x7; 


c) ƒ(+)= sin? x + cos” x + 25 
đ) ƒ(x) = x— sin2x trên đoạn -š: mị 


28. Trong các hình chữ nhật có chu vi là 40 cm, hãy xác định hình chữ nhật có 
diện tích lớn nhất. 


ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 
N VÀ PHÉP TỊNH TIẾN HỆ TOẠ ĐỘ 


BNSGUON. 7õ 


Ta nhắc lại định nghĩa đồ thị của hàm số trong sách giáo khoa Đại số 10 
nâng cao. 

Đồ thị của hàm số y = ƒ(+) xác định trên tập ® là tập hợp tất cả các điểm 
(x;ƒ#+)), x e 9 của mặt phẳng toạ độ. 

Người ta còn gọi đồ thị của hàm số y = ƒt+) là đường cong có phương trình là 
y =ƒ%) (gọi tắt là đường cong y = ƒf3)). 

Trong nhiều trường hợp việc thay hệ toạ độ đã có bởi một hệ toạ độ mới giúp 
ta nghiên cứu đường cong thuận tiện hơn. Bài này giới thiệu phép tịnh tiến hệ 
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1. 


“2. 


toạ độ, nhờ đó có thể xác định được trục đối xứng và tâm đối xứng của một số 
đường cong. 

Phép tịnh tiến hệ toạ độ và công thức chuyển hệ toạ độ 

Giả sử / là một điểm của mặt phẳng 
và (xo; yọ) là toạ độ của điểm 7 
đối với hệ toạ độ OÓxy. Gọi !XY là 
hệ toạ độ mới có gốc là điểm 7 và 
hai trục /X, /ƒ theo thứ tự có cùng 
các vectơ đơn vị ¡, j với hai trục 
Óx, Óy (h.1.5). 

Giả sử M⁄ là một điểm bất kì của 
mặt phẳng. Gọi (x ; y) là toạ độ của 


điểm M đối với hệ toạ độ Oxy và 


(X; P) là toa độ của điểm M đối với Hìmh 13 
hệ toạ độ IXY. Khi đó 


OM = OI + IM 
hay 
Xi + yJ = Gọi + yọJ) +(Xi+ Y7) 
= (X +xg)¡+(Ợ + yq)J. 
Do đó 
. 


Các hệ thức trên gọi là công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo 
VeCfƠ OÏ . 

Phương trình của đường cong đối với hệ toa độ mới 

Giả sử (2) là đồ thị của hàm số y = ƒ(+) đối với hệ toạ độ Øxy đã cho. Khi 
đó phương trình của đường cong (4) đối với hệ toạ độ Óxy là y = ƒ(x). Ta sẽ 
viết phương trình của (9) đối với hệ toạ độ mới ïXY. 


2) 


26 


Giả sử M là một điểm bất kì của mặt phẳng, (x ; y) và (X; Y) là toạ độ của 
điểm M, theo thứ tự, đối với hệ toạ độ Oxy và /XY. Khi đó, 


M e(2) © y= ƒŒG'). 
Áp dụng công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OI, ta có 
M e (2) © Y +yạ = ƒŒ + xạ) © Y = ƒ(X + xp)-— ÿyạ. 
Vậy phương trình của đường cong (9) đối với hệ toạ độ /XY là 
Ví dụ. Cho đường cong (2) có phương trình là 
vy= sứ 2) =1 
và điểm ï (2; —1). 


a) Viết công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OÏ và viết 
phương trình của đường cong (4) đối với hệ toạ độ /XY. 


b) Từ đó suy ra rằng 7 là tâm đối xứng của đường cong (2). 
Giải. a) Công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OÏ là 


x=X+2 
y=TY-I. 


Phương trình của đường cong (4) đối với hệ toạ độ ïXY là 

vi 

Y-lI=>~X -l hay Y=>~X'. 

7 bSÐbg 7 
b)Vì Y= sã 3 là một hàm số lẻ nên đồ thị (2) của nó nhận gốc toạ độ ï 
làm tâm đối xứng. L] 
lHỊ a) Tìm toạ độ đỉnh I của parabol ( Ø) có phương trình là 

v= 2x7 4x . 


b) Viết công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectd OI và viết 
phương trình của parabol (Ø) đối với hệ toạ độ IXY. 


29. 


30. 


31. 


Câu húi và hài tận 
Xác định đỉnh 7 của mỗi parabol (9Ø) sau đây. Viết công thức chuyển hệ toạ độ 


trong phép tịnh tiến theo vectơ Oï và viết phương trình của parabol (9) đối 
với hệ toạ độ IXY. 


a)y=2x7)-3x+lH; b)y =3” x3; 
c)y=x-_-Á4v” ; d) y=2x7 — 5. 


Cho hàm số ƒ(x)= xŸ 3x7 +1. 

a) Xác định điểm 7 thuộc đồ thị (2) của hàm số đã cho biết rằng hoành độ của 
điểm 7 là nghiệm của phương trình ƒ "(x)= 0. 

b) Viết công thức chuyển hệ toa độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OÏ và viết 
phương trình của đường cong (4) đối với hệ toạ độ !XY. Từ đó suy ra rằng 7 là 
tâm đối xứng của đường cong (42). 

c) Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong (2) tại điểm 7 đối với hệ toạ 
độ Oxy. Chứng minh rằng trên khoảng (-œ;l) đường cong (2) nằm phía 
dưới tiếp tuyến tại 7 của (4) và trên khoảng (I;+ œ) đường cong (2) nằm 
phía trên tiếp tuyến đó. 

Hướng dân. Trên khoảng (—œ; 1), đường cong (2) nằm phía dưới tiếp tuyến 


y= ay + b nếu ƒ(x) < ax + b với mọi x < l. 


Cho đường cong (2) có phương trình là y = 2 — và điểm /(—2 ; 2). Viết 


1 
x+2 
công thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectơ Oï và viết phương 
trình của đường cong (2) đối với hệ toạ độ /XY. Từ đó suy ra 7 là tâm đối 


xứng của (4). 


ĐA 


32. Xác định tâm đối xứng của đồ thị mỗi hàm số sau đây. 


“... 
"rẽ 


8) iJ/H ST EU b) y 


Hướng dẫn. b) Viết công thức đã cho dưới dạng y = 3 — —n Ũ 


33. Cho đường cong (2) có phương trình y=ax+b+ “ 


,„ trong đó 
Xx —*%g Ẻ 
a #0, c #0 và điểm 7 có toạ độ (xo :yo) thoả mãn yạ = axạ + b. Viết công 


thức chuyển hệ toạ độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OÏ và phương trình của 
(4) đối với hệ toạ độ !XY. Từ đó suy ra rằng / là tâm đối xứng của đường 
cong (2). 


S b ĐƯỜNG TIỆM CẬN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
1. Đường tiệm cận đứng và đường tiệm cận ngang 


Z ^ * kì ` ⁄ 1 ` ` ` b ⁄ À 
Ta đã biết đồ thị của hàm số ƒ(x) = : là đường hypebol gồm hai nhánh năm 
trong góc phần tư thứ nhất và thứ ba của mặt phẳng toa độ (h.1.6). 


Ta có 
1 y 
lim ƒ(x)= lim —=0 
x—+œ x>+œ X 
1 
và lim ƒ(x)= lim —=(0. 
x_—œ x_-øœ X 
Điều đó có nghĩa là khoảng cách Ó Hắă* 
MH= |ƒ@G)| từ điểm M của đồ thị 
đến trục hoành dần đến 0 khi điểm NI|K 


M theo đường hypebol đi xa ra vô 


tân về phía phải hoặc phía trái. 
P P vào Hình 1.6 
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: : TS ^ .a <a ¬" . .  .. | 
Người ta gọi trục hoành là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = —-: 
# 


Ta cũng có 
: : | : : : | 
lim ƒ(x)= lim —=+œ và lim ƒ(x)= lim —=—œ, 
x0 x>0' * x>0" x0 


Điều đó có nghĩa là khoảng cách WK = lx| từ một điểm N của đồ thị đến trục 
tung dần đến 0 khi điểm N theo đồ thị đi xa ra vô tận về phía trên hoặc phía 


dưới. Người ta gọi trục tung là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = —- 
X 


Một cách tổng quát, ta có 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Đường thẳng y = yạ được gọi là đường tiệm cận ngang (gọi tắt 


là tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số y = ƒ(+) nếu 


lim ƒ(x)=yo hoặc lim ƒ(+) = yạ. 
x*x>+œ x>_—œ 


(Xem hình 1.7). 


Đường thẳng y = yụ là tiệm cận ngang của Đường thẳng y = yụ là tiệm cận ngang 
đồ thị (khi x => +®). của đồ thị (khi x —> —©). 
4) b) 
Hình 1.7 


2Ð 


ĐỊNH NGHĨA 2 
Đường thăng x = xạ được gọi là đường tiệm cận đứng (gọi tắt 
là tiệm cận đứng) của đồ thị hàm số y = ƒ(+x) nếu ít nhất một 
trong các điều kiện sau được thoả mãn : 


lim ƒ(x)= +œ ; lim. ƒ(z) = +œ ; 


x>*qQ x>1*§ 
lim ƒ@&)=-œ; lim ƒŒ&)=- 
x->#ụ x>xg 


(Xem hình 1.8). 


C) đ) 
4) và c). Đường thẳng x = xo là tiệm cận b) và d). Đường thẳng x = xg là tiệm 
đứng của đồ thị (khi x —> xạ ). cận đứng của đồ thị (khi x —> xạ ). 
Hình 1.8 
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2x] 


Ví dụ 1. Tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = Ta 
X 


Giải 


Hàm số đã cho có tập xác định là R\ {—2). 


Vì lim y=2và lim y=2 


x>+œ x>_—œ M 
nên đường thắng y =2 là tiệm bị 
cận ngang của đồ thị (khi § 
x — +œ và khi x —> —œ). E 
4- 
Vì lim y=—m số IỊE |a Tiệm cậnngang 
x>(-2) y=2 
lim y=+œ nên đường thẳng x 

x(-2)” 
x =2 là tiệm cận đứng của đồ 8 

II 
thị (kh x->(2)" và khi : 
x —> (-2)') (h.1.9). NhhNhuội 


Ví dụ 2. Tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 


Yx +1 


# 
Giải 
Hàm số đã cho có tập xác định là y 
R\$v(0). 
_ l+ 5 


Tacó lim y= lim 
x->+œ x—>+® x 


l =— 
= lim |Jl+ ` 1. 
xX+œ X 


Do đó, đường thẳng y=Ll là 


tiệm cận ngang của đồ thị (khi 
x — +œ). 
Hình 1.10 
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2. 
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: : X : | 
Tương tự, lim y = lim = -lÌm,lÍ+-—— = -]. 
x->—œ x->—œ x x >-œ X 


Do đó, đường thẳng y = —1 là tiệm cận ngang của đồ thị (khi x —> —). 


Vì lim y= +œ và lim y =-œ nên đường thăng x =0 là tiệm cận đứng 
x0" x0” 
của đồ thị (khi x —> 0” và khi x —> 0”) (h.1.10). 


5_3x2 
- 


IHẢ| Tìm tiệm cận ngang và tiệm cận đứng của đồ thị hàm số y = 
l—-x 


Đường tiệm cận xiên 
Cho (2 là đồ thị của hàm số y = ƒ(+) và (đ) là đường thẳng 
y=ax+b (a z 0). 


Gọi M và N là hai điểm của (2) và (đ) có cùng hoành độ x (h.1.11). Nếu độ 
đài của đoạn thẳng MN dần đến 0 khi x dần đến +œ (hoặc khi x dần đến —œ) 
thì đường thăng (đ) được gọi là đường tiệm cận xiên của (2). 


Vì IMN =|ƒ(x) — (ax + b)| nên ta có định nghĩa sau : 


ĐỊNH NGHĨA 3 


Đường thẳng y = ax + b, a#0, được gọi là đường tiệm cận 
xiên (gọi tắt là tiệm cận xiên) của đồ thị hàm số y = ƒ(x) nếu 


lim [ƒ(x) - (ax + b)|= 0, 
x>+œ 

hoặc lim [ƒ(x) - (ax + b)] = 0. 
x->~œ 


(Xem hình 1.11). 


Đường thẳng y = ax + b là tiệm cận Đường thẳng y = ax + b là tiệm cận 
xiên của đồ thị (khi x —> +©). xiên của đồ thị (khi x —> —œ). 
4) b) 
Hình I11 


Ví dụ 3. Đồ thị hàm số 


* 


ƒŒœ)=x+ 
Xe 

có tiệm cận xiên (khi 
x —>+œ và khi x —> —=œ) là 
đường thẳng y=x vì 


lim [ƒ(%) - x] = 


x->+œ 


: X 
= lim 5 =0 
X+œ X“ — ] 


và lim [ƒ(x)—-x]=0 


(h.1.12). Hình 1.12 


|H2l Chứng minh rằng đường thẳng y = 2x +1 là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 


y=2x+l+ 


x— 
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CHÚ Ý 
Để xác định các hệ số ø, b trong phương trình của đường tiệm cận 
xiên, ta có thể áp dụng các công thức sau : 


a= lim J6), b= lim [|ƒ(%)- a] 
x>+œ x>+œ 

hoặc z= lim U., b= lim [|ƒ(%)- ax]. 
xo-œ *X x_—œ 


(Khi z = 0 thì ta có tiệm cận ngang). 
Thật vậy, xét trường hợp x —> +œ, giả sử hàm số ƒ xác định trên khoảng 
(œz;+œ) và đường thẳng y =ax + là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 
y= ƒ(z) (khi x — +œ). Khi đó, theo định nghĩa 3, ta có 


lim [ƒ(z) - (ax + b)]| = 0. (1) 
Do đó lim _—_. S0) 
tức là lim I-az-° =0 
x+œ * * 
Vì lin — =0 nên 
X>+œ X 
a= lim J0), (2) 
x+œ X 
Từ (1) suy ra 
b= lim [|ƒ(%)- ax]. (3) 
x->+œ 


Đảo lại, nếu ø và b thoả mãn (2) và (3) thì từ (3) suy ra (1). Do đó đường 
thẳng y = ax + b là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số y = ƒ(x) nếu z # 0 và 
là tiệm cận ngang nếu ø = 0. 


Trường hợp x —> —œ được chứng minh tương tự. 


Ví dụ 4. Tìm tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 


x° 


xf—1 


ƒŒ) = 


Giải. Ta có 


3 
x>+œ * *—>+®œ x2 =1) 


=0. 


3 
b= lim [ƒ@&)-x]= lim | : ->]* lim —ˆ 


x>+œ Xx >+œ Ti x>+® x“ — | 


Theo chú ý vừa nêu, đường thẳng y = x là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 
đã cho (khi x —> +œ). 


Ta cũng có a= lim J0) =l, b= lim [ƒ(+)—- x]=0. 
x>-œ ÄX x>—œ 


Do đó, đường thẳng y = x cũng là tiệm cận xiên của đồ thị (khi x —> —œ). 
Ta thấy lại kết quả đã nhận được trong ví dụ 3. 
Tìm tiệm cận xiên của đồ thị hàm số 


Bị 12a] 
“NNS 


0âu hủi và hài tập 


34. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 


x—2 —2x—2 
=—=—=—=-- b TH nh 
3) na n7 ) AO NET 
| x2 —=3x+4 
G)J.S W0 = =3" Q2 he an 
x+2 X 
SP ni Hỗ) ch TợE:: 
xế TT] x +Í 


35. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 


2x-—I PP 0) 
GÌ non ĐP)y==: 

X x“ =2x 

3 

X +x+ÌÏ Xế+x+ÏI 
Ấy ; Qjm= 

xÝ m] 5x -=2x+3 


Có 


36. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 


a) y=alx”—1; b)y=2x+a4jx —1; 
€y=x+x +1; dđ) y=alx +x+1. 


Luyện tận 


37. Tìm các đường tiệm cận của đồ thị mỗi hàm số sau : 


a) y=x+Ala7—1; b) y=Al37Ở—-4x+3; 
2 
x“+x+I 

CS) y=JA 2+4; Qy=———- 


x m] 


38. a) Tìm tiệm cận đứng và tiệm cận xiên của đồ thị () của hàm số 


“=2 4/2 


Đ= x—3 


b) Xác định giao điểm / của hai tiệm cận trên và viết công thức chuyển hệ toạ 
độ trong phép tịnh tiến theo vectơ OI. 
c) Viết phương trình của đường cong (2) đối với hệ toạ độ !XY. 


Từ đó suy ra rằng 7 là tâm đối xứng của đường cong (2). 


39. Cùng các câu hỏi như trong bài tập 38 đối với đồ thị của các hàm số sau : 


3ó 


x +x_-4 x —Ñx+19 


Đinh lu Săn ng 


KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ 
. ĐỒ THỊ CỦA MỘT SỐ HÀM ĐA THỨC 


1. Các bước khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
Trong hai bài §6 và §7 ta sẽ sử dụng những điều đã trình bày trong các bài 
trước để khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. Ta sẽ chỉ đề cập đến 
một số hàm số đơn giản. Khi khảo sát và vẽ đồ thị của hàm số, ta tiến hành 
các bước sau đây : 
1°. Tìm tập xác định của hàm số. 
2". Xét sự biến thiên của hàm số 
a) Tìm giới hạn tại vô cực và giới hạn vô cực (nếu có) của hàm số. 
Tìm các đường tiệm cận của đồ thị (nếu có). 
b) Lập bảng biến thiên của hàm số, bao gồm : 
Tìm đạo hàm của hàm số, xét dấu đạo hàm, xét chiều biến thiên và tìm cực trị 
của hàm số (nếu có), điển các kết quả vào bảng. 


3°. Vẽ đồ thị của hàm số 
e Vẽ các đường tiệm cận của đồ thị (nếu có). 


e Xác định một số điểm đặc biệt của đồ thị, chẳng hạn tìm giao điểm của đồ 
thị với các trục toạ độ. (Trong trường hợp đồ thị không cắt các trục toạ độ hoặc 
việc tìm toa độ giao điểm phức tạp thì bỏ qua phần này). 


e Nhận xét về đồ thị : Chỉ ra trục và tâm đối xứng của đồ thị (nếu có, không 
yêu cầu chứng minh). 


2. Hàm số y = ax” + bx? + cx+ d (a#z0) 
Ví dụ 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2) của hàm số 
y "xẻ —3x?—9x—5). 
Giải 


f= 


1°. Hàm số có tập xác định là 


37 


38 


2°. Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn của hàm số tại vô cực 


lim y=-œ và lim y= +œ, 
x>_—œ x*x—>+®œ 


b) Bảng biến thiên 


Ta có y= Q32 — 6x =9) ; 


y'=0«©x -2x-3=0«€Ầ©x=-l hoặc x=3. 


X —oo -] +oœO 
y + — 0 + 
0 
M "“.« nàn .. +œ 
—oo -4 


Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng (—œ;—l) và (3 ;+œ), nghịch biến trên 

khoảng (—1; 3). 

Hàm số đạt cực đại tại điểm x=-—l ; giá trị cực đại của hàm số là y(—I) = 0. 

Hàm số đạt cực tiểu tại điểm x=3 ; giá trị cực tiểu của hàm số là 

yG) = -4. 

3°. Đồ thị (h.1.13) 

Giao điểm của đồ thị với trục tung là 

điểm lo = 3) Ta có 

y=0 ©(œ+1(+x-—5)=0 
©x=-1 hoặc x= 5. 

Vậy đồ thị và trục hoành có hai 

điểm chung là (—I ; 0) và (5 ; 0). 


Ngoài ra đồ thị còn đi qua một điểm 
đặc biệt gọi là điểm uốn của nó mà 


ta sẽ đề cập sau đây. 


Hình 1.13 


Điểm uốn của đồ thị 
Gọi U là điểm thuộc đồ thị (4) trong ví dụ 1 có hoành độ là nghiệm của 


phương trình y" = Ö. Ta có y" = s64 —6);:y "=Ũ<©x=Il. 


Toạ độ của điểm U là (1 ; —2). 

Có thể chứng minh được rằng trên khoảng (—o; 1) đường cong (2) nằm phía 
dưới tiếp tuyến của (2) tại U, còn trên khoảng (1; +) đường cong (2) nằm 
phía trên tiếp tuyến đó. Người ta nói rằng tiếp tuyến tại điểm U xuyên qua 
đường cong. Điểm U được gọi là điểm uốn của đường cong (2). 

Một cách tổng quát, ta có khái niệm điểm uốn như sau : 

Điểm (xạ; ƒ(xạ¿)) được gọi là điểm uốn của đồ thị hàm số y = ƒ(x) nếu 
tồn tại một khoảng (z; Ð) chứa điểm xạ sao cho trên một trong hai khoảng 
(z;xạ) và (xạ: b) tiếp tuyến của đồ thị tại điểm U nằm phía trên đồ thị còn 
trên khoảng kia tiếp tuyến nằm phía dưới đồ thị (xem bài tập 30). Người ta nói 
rằng tiếp tuyến tại điểm uốn xuyên qua đồ thị (xem hình 1.13). Để tìm điểm 
uốn của đồ thị có thể sử dụng điều khẳng định đã được chứng minh sau đây. 
Nếu hàm số y = ƒ(®) có đạo hàm cấp hai trên một khoảng chứa điển xụ. 
ƒ"@Œg)=0 và ƒ"(x) đổi đấu khi x qua điểm xạ thì UQq: ƒ(xạ)) là một 
điểm uốn của đồ thị hàm số y = ƒ(). 


4 

2 

+ +3x+—. 
* * 3 


Giải. Ta có ƒ'(x) = =x? +2x+3, ƒ"() =—2x+2 và ƒ"{+) =0 tại điểm 


Ví dụ. Tìm điểm uốn của đồ thị hàm số ƒ(x) = -gai 


+ =1. Vì ƒ"(+) đổi dấu (từ dương sang âm) khi x qua điểm xạ = l nên 
U(1;5) là điểm uốn của đồ thị hàm số đã cho. LI 
Dễ chứng minh được rằng : 
Đồ thị của hàm số bậc ba ƒ(x) = ax) + bx” +cx+d (a#0) luôn có một 
điểm uốn và điểm đó là tâm đối xứng của đô thị. 
Ví dụ 2. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 

y=_—x`+3x” -4x+2. 
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Giải 
1°. Hàm số có tập xác định là R. 


2". Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn của hàm số tại vô cực 
lim y=+œ và lim y = —œ. 


x—œ x—>+œ 
b) Bảng biến thiên 
Ta có y'=-3x2 +6x-— 4. 


Vì y'<0 với mọi x eÏR nên hàm số nghịch biến trên lR. Hàm số không có 


Cực tỊ. 


3°. Đồ thị (h.1.14) 

e Điểm uốn 

Đạo hàm cấp hai của hàm số là 
y"=-Õx +6. 

y"=0 tại điểm x=1 và y" đổi 
dấu từ dương sang âm khi x qua 
điểm x = I. 

Vậy U(I ; 0) là điểm uốn của đồ thị. 
e Giao điểm của đồ thị với trục toa độ 
Giao điểm của đồ thị với trục tung là 
điểm (0 ; 2). 

Phương trình y = 0 hay 
(x-1(x-2x+2)=0 có nghiệm 


# =1. 
Do đó, đồ thị cắt trục hoành tại điểm 
(1; 0). Hình 1.14 


Nhận xét : Đồ thị nhận điểm uốn U(I ; 0) làm tâm đối xứng. 


3. Hàm số trùng phương y = øx? + bx? + (a #0) 
Ví dụ 3. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


ÿ= W D5 Ñ 
Giải 


ựv 


1°. Hàm số có tập xác định là 
2”. Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn của hàm số tại vô cực 


lim y=+œ và lim y= +œ. 
x>—œ +x->+œ 


b) Bảng biến thiên 
Ta có „.= 4x2 -4x= 4x —]) ; 


y' =0<© x =0 hoặc x = I hoặc x =-I. 


¬ -1 0 I ". 


vì — 0 + 0 — 0 + 


s” - FwWi 


Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng 
(œ;—l) và (0;1), đồng biến trên 
mỗi khoảng (—1; 0) và (1;+œ). 

Hàm số đạt cực đại tại điểm x = 0, giá 
trị cực đại của hàm số là y(0) = -3. 
Hàm số đạt cực tiểu tại các điểm 
x = #1, giá trị cực tiểu của hàm số là 
y1) = ~4. 

3°. Đồ thị (h.1.15) 


e Điểm uốn 


Tacó y"= l8. =#: 


Hình I.15 
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` % ..? 3 K 2% ⁄ š ~« 
y"=0 tại các điểm x#„ =——, x; = _ và y" đối dấu khi x qua môi 
điểm xị và +x¿. 


J3 Ì và 0| :¬3 


Do đó U, b : Su là hai điểm uốn của đồ thị. 


e Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm (0;—3). 
Ta có y=0 © x = +3. 


Vậy đồ thị cắt trục hoành tại hai điểm (— 3 ; 0) và (4/3 ; 0). 


Nhận xét : Hàm số đã cho là hàm số chắn nên đồ thị của nó nhận trục tung 
làm trục đối xứng. 


Ví dụ 4. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y =—X ` 2x7 +3. 


Giải 


. 


1°. Hàm số có tập xác định là 


2°”. Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn của hàm số tại vô cực 


lim y=-—œ và lim y = —œ, 
x—>—œ x->+œ 


b) Bảng biến thiên 


Ta có y'=-4x”—4x =-4x(xJ +l); 


3 =U«<3+=<U, 


* = Ũ +oœo 
vì + 0 — 
3 


—oœO —oœO 


Hàm số đồng biến trên khoảng (—œ ; 0) và 
nghịch biến trên khoảng (0 ; +œ). 
Hàm số đạt cực đại tại điểm x =0 ; giá 
trị cực đại của hàm số là y(0) = 3. 
3°. Đồ thị (h.1.16) 
Giao điểm của đồ thị với trục tung là điểm 
(0; 3). Ta có 

y=Ũ<€Ềx =#+l. 
Vậy đồ thị cắt trục hoành tại hai điểm 
(—I;0) và (1; 0). 
Nhận xét : Hàm số đã cho là hàm số chắn 
nên đồ thị của nó nhận trục tung làm trục 
đối xứng. 


CHÚ Ỹ Hình I.16 


Gọi (42) là đồ thị của hàm số y = ax` + bé” +c (a #0). 
Người ta chứng minh được rằng 
1) Nếu phương trình 

ƒ +)=0 () 
có hai nghiệm phân biệt x = #xg (xạ >0) thì đồ thị (4) có hai 
điểm uốn U¡(xạ: ƒ(xạ)) và U¿(—xg:ƒ(xạ)) đối xứng với nhau 
qua trục tung. 
2) Nếu phương trình (1) có một nghiệm kép hoặc vô nghiệm thì đồ 
thị (2) không có điểm uốn. 
(Dễ thấy rằng đồ thị hàm số trong ví dụ 4 không có điểm uốn). 


ˆ 2m ` ` m pˆ 
0âu hỏi và hài tận 
40. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y=x`+3x” —4. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị tại điểm uốn. 
c) Chứng minh rằng điểm uốn là tâm đối xứng của đồ thị. 


43 


4I. 


42. 


43. 


44. 


45. 


4ó. 
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a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


y=-x`+3x7 — 1. 
b) Tuỳ theo các giá trị của zm, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 
-x)+3x7 -l=m. 
Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 
1 3 2 5 
a)y= ~x⁄ -x⁄  -3x—~; 
)y 3 x —=# * 3 
l3 2 3 
mm. Y 0n ln mm d 
3 3 lề, 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


x”—3x+1; 


b) y 


$}y ẤŠ°=3x” 43⁄1 Ì: 


y= sĩ 7 co 

b) Tuỳ theo các giá trị của zm, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 
-*°)+2x? -2 =m. 

c) Viết phương trình tiếp tuyến tại các điểm uốn của đồ thị ở câu a). 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 


a)y=x l—-3x +2; B3 :e=#?e© 2x51 


Luyện tận 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
y.= x° =3xˆ +]. 
b) Tuỳ theo các giá trị của zn, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 


xì—3x?+m+2 =0. 
Cho hàm số 


y =(x+(XŸ + 2mx + m + 2). 
a) Tìm các giá trị của zz để đồ thị của hàm số đã cho cắt trục hoành tại ba 
điểm phân biệt. 


b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với  = —]. 


47. Cho hàm số 
y=x! -(m+1)x +7. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với z = 2. 
b) Chứng minh rằng đồ thị của hàm số đã cho luôn đi qua hai điểm cố định 
Với mỌi giá trị của 7. 
48. Cho hàm số 
vy= x* -2mx? + 2m. 


a) Tìm các giá trị của ø sao cho hàm số có ba điểm cực trị. 
1 


b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với # = 2° Viết phương 


trình tiếp tuyến của đồ thị tại hai điểm uốn. 


KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ 
ĐỒ THỊ CỦA MỘT SỐ HÀM PHÂN THỨC 
Ệ HỮU TĨ 


mang ốc 


b n 
Tử (c # 0 và ađ — bc z f)) 


Ví dụ 1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
2x —1 
x—l 


` A⁄ qX + 
1. Hàm số y = 
cx 


Giải 

1°. Hàm số có tập xác định là R \ {1}. 

2°”. Sự biến thiên của hàm số 

a) Giới hạn vô cực, giới hạn tại vô cực và các đường tiệm cận 


Ta có lim y=-œ và lim y = +œ. Do đó, đường thẳng x = I là tiệm cận 
x>l_ x>l" 


đứng của đồ thị hàm số đã cho (khi x -> 1ˆ và khi x -> 1”). 
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46 


Vì lim y= lim y=2 nên đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đồ 
x—>+œ x->—œ 


thị hàm số đã cho (khi x —> +œ và khi x —> —œ). 


b) Bảng biến thiên 
mì 
Ta có y'=————; < Với mọi x # Ì. 
(œx=] 
* =_ Ị +oœo 
y = ˆ 
2 
+œ 
—œ 2 


Hàm số nghịch biến trên mỗi khoảng (—œ ; l) và (1;+œ). 


y 


3”. Đồ thị (h.I.17) 


Đồ thị cắt trục tung tại điểm (0; 1) và cắt 
. . 1 1 

trục hoành tại điểm Ẹ : 0) 

Nhận xét : Đồ thị nhận giao điểm /(I ; 2) 

của hai đường tiệm cận làm tâm đối xứng. 


|Hf| khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm 


số - 
7+2 
: j ax? +bx+c : 
Hàm số y = ——————— (ø # 0,a' z0) 
ax+b Hình 1.17 
2 
x+2x+2 


Ví dụ 2. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = 
Giải 
1°. Hàm số có tập xác định là R \ {-} : 


2". Sự biến thiên của hàm số 


x+1 


a) Giới hạn tại vô cực, giới hạn vô cực và các đường tiệm cận 


Ta viết hàm số đã cho dưới dạng 


=x+l+ |: 
Hàm x+Ï 


Tacó lim y =-—-œ và lim y = +œ, 


Ä*x>—œ x->+œ 
Vì lim y=-œ và lim y=+œ nên đường thắng x =-—lI là tiệm 
x>(-D- x(-UD” 


cận đứng của đồ thị hàm số đã cho (khi x —> (—1)” và khi x —> (—1)”). 


Vì lim —(x+l)|= lim 
Jim Ly )) x>+oX+Í 
nên đường thắng y = x + là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số đã cho (khi 


=0,và lim [y~(x+1)| =0 


x —> +œ Và khi x —> —œ). 


b) Bảng biến thiên 
? 
Tacó : y'= - _- ; 
(x+]) 


y' =0© xỞ+2x =0 © x=0 hoặc x = -2. 


x | —= -2 —l Ệ) +oœo 


yÌ + 0 — — 0 + 


ST  . 


Hàm số đồng biến trên mỗi khoảng 
(œ;-—=2) và (0;+œ), nghịch biến 
trên mỗi khoảng (—2 ;—l) và (—I1; 0). 
Hàm số đạt cực đại tại điểm x = -2 
với giá frỊ cực đại y(—2) =-—2 và đạt 


+œ 


cực tiểu tại điểm x =0 với giá trị cực 
tiểu y(0) = 2.. 

3°. Đồ thị (h.1.18) 

Đồ thị cắt trục tung tại điểm (0 ; 2). 
Nhận xét : Đồ thị nhận giao điểm 
!(—I;0) của hai đường tiệm cận làm 


tâm đối xứng. Hình 1.18 
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48 


Ví dụ 3. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


xˆ—2x—-3 


x—2 


Giải. Có thể viết hàm số đã cho dưới dạng 


Viện ED) 


1°. Hàm số có tập xác định là R \ 12) : 
2”. Sự biến thiên của hàm số 
a) Giới hạn tại vô cực, giới hạn vô cực và các đường tiệm cận 


Ta có 


lim y=-—œ và lim y = +œ ; 
x->-œ x+->+œ 


lim y = +œ và lim y = —œ, 
x2“ x27 


Do đó, đường thăng x = 2 là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã cho (khi 
x2" và khi x — 2”). 


Vì y-x= =5 >0 khi x -> +œ và khi x -> -œ nên đường thẳng y = x 
X— 


là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số đã cho (khi x —>› +œ và khi x —> —œ). 


b) Bảng biến thiên 
xi Sỹ sẽ : ¬" sổ xá s Xà sẽ 
Vì y =l+ DYG Ú với mọi x # 2 nên hàm số đồng biến trên môi 
(x2) 


khoảng (—œ ; 2) và (2 ;+œ). 


X —œO 2 +œ 
y' + + 
y +œ +oo 


3°. Đồ thị (h.1.19) 


e Giao điểm của đồ thị với trục 
s _ 3 z: 
tung là điềm lo : ;] . Ta có 


y=0©x-2x-3=0 

© x=-l hoặc +x = 3. 

Vậy đồ thị cắt trục hoành tại 

hai điểm (—1 ; 0) và (3 ; 0). 

Nhận xét : Đồ thị hàm số nhận 

giao điểm /(2 ; 2) của hai đường 

tiệm cận làm tâm đối xứng. 

[H2] khảo sát sự biến thiên và 

2 


: Ề —x“T—2 : 
vẽ đồ thị hàm số y=_— ——“*: Hình 1.19 
x+Ï 
ˆ 2m ` ` m ˆ 

0âu húi và hài tận 

49. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
¬".~. 
y= 2x+1 


b) Chứng minh rằng giao điểm 7 của hai đường tiệm cận của đồ thị là tâm đối 


xứng của đồ thị. 
50. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 


bi ng II 


2x+1 
: b)y= , 


_ 1—3x 


ĐÙỔ SH n[ 


51. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


 ...... 
s— x+2 


b) Chứng minh rằng giao điểm 7 của hai đường tiệm cận của đồ thị là tâm đối 


xứng của đồ thị. 


52. 


Sä. 


54. 


SS: 


S6. 


50 


c) Tuỳ theo các giá trị của 7n, hãy biện luận số nghiệm của phương trình 


2x +5x+4 


x+2 SG, 


Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của các hàm số sau : 


2 2 
x“ 3x+6 2x —-x+] 
D1 2NNE= The by=“—S———; 
x—] l—x 
2x?+3x-— 3 | 
là) TOEETT-DNE › Wề 4005002207. 


Luyện tận 


x+l 

* 

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho tại giao điểm A của 
đồ thị với trục tung. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = 


c) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho, biết rằng tiếp tuyến 
đó song song với tiếp tuyến tại điểm A. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (7) của hàm số y = 1— _ T 
ns 
b) Từ đồ thị (2) suy ra cách vẽ đồ thị của hàm số y = —1 + TY 
X 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số y = x — ———: 
= 


b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số đã cho biết rằng tiếp tuyến 
đó đi qua điểm (3 ; 3). 


2 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (4⁄) của hàm số y = TT 
1 
2 
b) Từ đồ thị (4) suy ra cách vẽ đồ thị của hàm số y = ExT 
x+ 


MỘT SỐ BÀI TOÁN THƯỜNG GẶP 
N VỀ ĐỒ THỊ 


 — 2 aagNNWNWNNWN 


1. Giao điểm của hai đồ thị 
Các đồ thị của hai hàm số y= ƒ(x) và y=g() cắt nhau tại điểm 
M ; yọ) khi và chỉ khi yạ = ƒ(xg) và yọ = s(*ạ). tức là (xạ ; yạ) là một 
nghiệm của hệ phương trình 
Ì =/Œ) 
y= 8Œ). 
Như vậy hoành độ giao điểm của hai đồ thị trên là nghiệm của phương trình 
ƒŒ) = sŒ). 
Số nghiệm của phương trình trên bằng số giao điểm của hai đồ thị. 
Ví dụ 1. Với các giá trị nào của m, đường thăng y = 7z cắt đường cong 
y =+x" — 2x” — 3 tại bốn điểm phân biệt ? 
Giải 
Hoành độ giao điểm của đường thẳng và đường cong đã cho là nghiệm của 
phương trình x! - 2x7 — 3=, tức là 


x0 ›¬ 3= Ú, (1) 
Đặt X=#z, X30, ta được 
X? -2X_-m—3=0,. (2) 


Đường thẳng cắt đường cong đã cho tại bốn điểm phân biệt khi và chỉ khi 
phương trình (1) có bốn nghiệm phân biệt. Điều này xảy ra khi và chỉ khi 
phương trình (2) có hai nghiệm dương 1X, X; phân biệt, tức là 


A'>0 m+4>0 
X;X;>0_ <© $-m-3>0<-4<m<-3. 
Xịi+X; >0 2> LI 
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Nhận xét 

Có thể giải bài toán trên bằng đồ thị như sau : 

Đồ thị của hàm số y = x - 2x7 — 3 được cho trong hình 1.15. 

Đồ thị của hàm số y = 7 là một đường thẳng song song hoặc trùng với trục 
hoành. Dựa vào đồ thị của hai hàm số đã cho, ta thấy ngay rằng đường thẳng và 
đường cong đã cho cắt nhau tại bốn điểm phân biệt khi và chỉ khi —4 < mm < -3. 

IHÌ| Chứng minh rằng với mọi giá trị của m, đường thẳng y = x — m cắt đường cong 


P) 
—x“+2 5 : 
y= ¬. tại hai điểm phân biệt. 


Sự tiếp xúc của hai đường cong 


ĐỊNH NGHĨA 
Giả sử hai hàm số ƒ và ø có đạo hàm tại điểm xạ. Ta nói rằng hai 
đường cong y= ƒ(*) và y = ø(+) tiếp xúc với nhau tại điểm 
M(%xẹ : yọ) nếu Ä⁄ là một điểm chung của chúng và hai đường 
cong có tiếp tuyến chung tại điểm Mí. Điểm ÄMí được gọi là 
tiếp điểm của hai đường cong đã cho. 
Hiển nhiên các đồ thị của hai 
hàm số đã cho tiếp xúc với 
nhau tại điểm M : yạ) 
(h.1.20) khi và chỉ khi 
yọ = ƒŒ%ọ). Yọ = ø#() 


và ƒ (xạ) = ø Œq). 


Từ đó dễ dàng suy ra rằng Hình 1.20 


Hai đường cong y = ƒ(x) và y = ø(+) tiếp xúc với nhau khi và 


chỉ khi hệ phương trình 
ở = øŒ) 
ƒ@Œœ)=gŒ) 


có nghiệm và nghiệm của hệ phương trình trên là hoành độ tiếp 
điểm của hai đường cong đó. 


Ví dụ 2. Chứng minh rằng hai đường cong 


bì 
y=x +2x—2 và y=x” ++—2 


tiếp xúc với nhau tại một điểm nào đó. 

Xác định tiếp điểm và viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường cong 
đã cho tại điểm đó. 

Giải 

Hoành độ tiếp điểm của hai đường cong đã cho là nghiệm của hệ phương trình 


Tức VvÐ =xz?+x-—2 
4 
(D s 
[3°+šx-2) =(@+x-2)'. 
Ta có 
xhcx +2 =0 l 
(<© S0 


3x72 +2=2z +1 


AE”, 


Hệ số góc của tiếp tuyến chung tại điểm Mí của hai đường cong đã cho là 


Vậy hai đường cong đã cho tiếp xúc với nhau tại điểm ị : ;} 


"Đ = 2. Phương trình tiếp tuyến chung của hai đường cong tại điểm M là 


1 5 3 
v=2[x~3]~ 5i hay y= 2x — 7¬ 


3 


|H2l Chứng minh rằng đường cong y = x” - x tiếp xúc với parabol y = # =Ï tại 


một điểm nào đó. 
Xác định tiếp điểm và viết phương trình tiếp tuyến chung của hai đường cong tại 
điểm đó. 


Ví dụ 3. Chứng minh rằng đường thẳng y = px + ¿ là tiếp tuyến của parabol 
y= ax” + bx +c khi và chỉ khi phương trình 


ax) +bx+c= px+q 
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hay 


ax? +(b—p)x+c-qg=0 (3) 


có nghiệm kép, tức là 


A =(b- p) - 4a(e - q) = 0. 
Chứng mình 


Ta đã biết : Đường thẳng và parabol đã cho tiếp xúc với nhau khi và chỉ khi hệ 
phương trình 


aX) +bx+c= px+q 
(axŸ +bx+c)' =(px+4)' 


hay 


ax +(b—p)x+c—=g=0 
2ax+b=p (4) 


có nghiệm. 
Nếu đường thẳng tiếp xúc với parabol thì hệ phương trình trên có nghiệm. Giả 
sử x = + là nghiệm của hệ phương trình trên. Khi đó, vì z # 0 nên từ (4) ta 


CÓ xụ = — Thay vào (3), ta được 


(p - Đb} (p—b) 
ạa TP- +(b—p) 2a 


+c-a=€Q. 


Từ đó suy ra 


(b — p)ˆ - 4a(c - ạ) = 0. 


Vậy phương trình (3) có nghiệm kép. 
Đảo lại, nếu phương trình (3) có nghiệm kép xạ thì xạ = nh, Hiển nhiên 
ạ 


x = xạ cũng là nghiệm của phương trình (4). Vậy hệ phương trình trên có 


nghiệm. Do đó đường thẳng là tiếp tuyến của parabol. 


CHÚ Ý 
Có thể áp dụng điều khẳng định trong ví dụ 3 để xét sự tiếp xúc của 
đường thẳng và parabol. 
Ví dụ 4. Viết phương trình của đường thẳng đi qua điểm A(1 ; -2) và tiếp xúc 
với parabol y = 3° sĩ Mi 
Giải 
Phương trình của đường thăng đi qua điểm A(1 ; -2) và có hệ số góc m là 
y =m(x - ]) - 2. 


Hoành độ giao điểm của đường thẳng và parabol đã cho là nghiệm của 
phương trình x” — 2x = m(x — 1) — 2, tức là 
x” =(m+2)x +m +2 =0. 6) 


Đường thẳng tiếp xúc với parabol khi và chỉ khi phương trình (5) có nghiệm 
kép, tức là 


A= (m + 2) - 4(m +2)=0 
© (m + 2)(m — 2) =( © m = 2 hoặc m = -2. 


Vậy có hai tiếp tuyến của parabol đã cho đi qua điểm A. Đó là hai 
đường thăng 
y=2(x-Ù-—-2 hay y=2x-—-4 


và y=-2(x-l)-2 hay y=-—2x. 


Câu höi và hài tận 
57. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2) của hàm số 
ƒŒ@) =2x” + 3x7 + 1, 


b) Tìm các giao điểm của đường cong (2) và parabol 


(): ø(x)= 2x” +1. 


3) 


c) Viết phương trình các tiếp tuyến của (2 và (9) tại mỗi giao điểm của chúng. 


d) Xác định các khoảng trên đó (2) nằm phía trên hoặc phía dưới (`). 


58. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


"ˆ-~ 
Xa ni 
b) Với các giá trị nào của z, đường thẳng đ,„ đi qua điểm A(-—2 ; 2) và có hệ 
số góc z cắt đồ thị của hàm số đã cho 
e Tại hai điểm phân biệt 2 


e Tại hai điểm thuộc hai nhánh của đồ thị ? 


59. Chứng minh rằng các đồ thị của ba hàm số 


60. Chứng minh rằng các đồ thị của hai hàm số ƒ(x)=—+~x và g(x) = 


ƒ(+)=_—x?+3x+6, g(w) = x) — x” +4 và h(x)=x”ổ+7x+8 
tiếp xúc với nhau tại điểm A(-I ; 2) (tức là chúng có cùng tiếp tuyến tại A). 


xã 3 3x 
x+2 


...a 
tiếp xúc với nhau. Xác định tiếp điểm của hai đường cong trên và viết phương 
trình tiếp tuyến chung của chúng tại điểm đó. 


61. Một viên đạn được bắn ra 
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với vận tốc ban đầu 
vọ >0 từ một nòng súng 
đặt ở gốc toạ độ O, 
nghiêng một góc ø với 
mặt đất (nòng súng nằm 
trong mặt phẳng thẳng 
đứng Oxy và tạo với trục 
hoành Óx góc ø) (h.1.21). 
Biết quỹ đạo chuyển động Hình 1.21 
của viên đạn là parabol. 


(⁄„) : = _— q+ tan œ)x7 + xtanø 
2Vộ 
(ø là gia tốc trọng trường). 


Chứng minh rằng với mọi ø e lo : : „ (Z⁄„) luôn tiếp xúc với parabol (') 


có phương trình là 


2 
M 
2v 28 


và tìm toạ độ tiếp điểm ((T) được gọi là parabol an toàn). 


Luyện tập 
62. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 
_.~ 
. x+I 


b) Chứng minh rằng giao điểm 7 của hai đường tiệm cận của đường cong đã 
cho là tâm đối xứng của nó. 
63. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (2) của hàm số 


—— x+2 
“2 8 #1 


b) Chứng minh rằng đường thẳng y = mx + m — 1 luôn đi qua một điểm cố 
định của đường cong (7) khi z biến thiên. 

c) Tìm các giá trị của ø sao cho đường thẳng đã cho cắt đường cong (2) tại 
hai điểm thuộc cùng một nhánh của (2). 


ax7 — bx 


64. Cho hàm số y = 
=1 


Sữz ` ^ ° ° ` ⁄ XS, ° .? 5 
a) Tìm z và b biết rằng đồ thị (2) của hàm số đã cho đi qua điểm A(~I ' š] 
và tiếp tuyến của (2) tại điểm (0 ; 0) có hệ số góc bằng -3. 
b) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với các giá trị của z và b 
đã tìm được. 


hŸi 


65. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số 


2£" =sŸ stÏ 
Y=——- 
=1 
b) Với các giá trị nào của z đường thẳng y = 7m - x cắt đồ thị của hàm số 
đã cho tại hai điểm phân biệt ? 
c) Gọi A và B là hai giao điểm đó. Tìm tập hợp các trung điểm Mí của đoạn 
thắng AB khi z biến thiên. 


66. Tìm các hệ số ø và b sao cho parabol y = 2x” + ax + b tiếp xúc với hypebol 


se tại điểm w(3:2), 
b ODN 2 


67. Một tạp chí được bán với giá 20 nghìn đồng một cuốn. Chi phí cho xuất bản 
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x cuốn tạp chí (bao gồm : lương cán bộ, công nhân viên, giấy in, ...) được 
cho bởi 

C(v) = 0,0001x7 — 0,2x + 10000, 
C@) được tính theo đơn vị là vạn đồng. Chi phí phát hành cho mỗi cuốn là 
4 nghìn đồng. 
1°. a) Tính tổng chi phí 7(+) (xuất bản và phát hành) cho x cuốn tạp chí. 

T(x) 
# 
xuất bản x cuốn. Tính M⁄(x) theo + và tìm số lượng tạp chí cần xuất bản sao 

cho chi phí trung bình là thấp nhất. 


b) TỈ số M(x) = được gọi là chi phí trung bình cho một cuốn tạp chí khi 


2°. Các khoản thu bao gồm tiền bán tạp chí và 90 triệu đồng nhận được từ 
quảng cáo và sự trợ giúp cho báo chí. Giả sử số cuốn ¡in ra đều được bán hết. 


a) Chứng minh rằng số tiền lãi khi inx cuốn tạp chí là 
L(+) = — 0,0001xˆ + I,8x — 1000. 
b) Hỏi in bao nhiêu cuốn thì có lãi ? 


c) In bao nhiêu cuốn thì lãi nhiều nhất ? Tính số tiền lãi đó. 


Bài đọc thêm 


TÍNH LỒI, LÕM VÀ ĐIỂM UỐN CỦA ĐƯỜNG CONG 


điểm uốn , “D 
cung lồi CD 
l“ 


cung lồi ÁB 


cung lõm BÈ 


Hình 1.22 


Đường cong (2) trên hình 1. 22 gồm ba cung AB : B và CD . Ta thấy tiếp tuyến 
của đường cong tại mỗi điểm M của cung AB đều nằm phía trên của cung ; người ta 
gọi AB là một cung lồi. Trái lại, tiếp tuyến tại mỗi điểm của cung PB nằm phía dưới 
của cung ; BC được gọi là một cung lõm. Điểm B là điểm phân chia hai cung lồi và 
cung lõm của đường cong ; người ta gọi nó là một điểm uốn của đường cong (4). 
Tương tự, C cũng là một điểm uốn vì nó phân chia cung lõm BẺ và cung lồi CD. 
Ta cũng thấy tiếp tuyến của đường cong tại điểm uốn xuyên qua đường cong. 


Sau đây ta sẽ giới thiệu các khái niệm đã nêu một cách chính xác. 


1. Tính lồi, lõm của đồ thị 


Định nghĩa. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng 7. Ta nói rằng 
a) Đồ thị () của hàm số y = ƒ(+) lồi trên khoảng 7 nếu tiếp tuyến của (4) tại mỗi 
điểm của nó đều nằm phía trên đồ thị. 
b) Đồ thị (⁄) của hàm số y = ƒ(x) lõm trên khoảng 7 nếu tiếp tuyến của (2) tại mỗi 
điểm của nó đều nằm phía dưới đồ thị. 
Ta thừa nhận định lí sau đây. 

59 


60 


Định lí. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm cấp hai trên khoảng 7. Khi đó 

a) Nếu ƒ"(x) <0 với mọi x e7 thì đồ thị () của hàm số y = ƒ(+) lồi trên 1. 
b) Nếu ƒ"(x) >0 với mọi x e7 thì đồ thị (2) của hàm số y = ƒ(+) lõm trên 7. 
Ví dụ 1. Xét tính lồi, lõm của hai parabol ƒ(x) = x” và g() = —v”. 

Giải. Tacó ƒ'(x)=2x và ƒ"(x) =2. 

Vì ƒ"()>0 với mọi x e R nên parabol ƒ(%) =x" lõm trên IR. 


Trái lại vì ø ”(+x)= =2 <0 với mọi x e R nên parabol e(+) = — x" lồi trên IR. 


Có thể thấy ngay điều khẳng định trên từ định nghĩa. Tiếp tuyến của parabol ƒ(x) = x2 


tại mỗi điểm của nó đều nằm phía dưới đồ thị và tiếp tuyến của parabol ø(x) = - + 


tại mỗi điểm của nó đều nằm phía trên đồ thị. 


Chú ý. Điều kiện nêu trong định lí trên chỉ là điều kiện đủ chứ không phải là điều kiện 


cần của tính lồi, lõm của đồ thị. Chẳng hạn, đường cong ƒ(+) = xÝ là lõm trên 


vì 


tiếp tuyến của đường cong tại mỗi điểm của nó đều nằm phía dưới đường cong. Tuy 


nhiên, ta có ƒ "(+) = 12x? >0 với mọi xe R và ƒ "(x) =0 tại x= 0. 


Điểm uốn của đồ thị 


Định nghĩa. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm trên khoảng (z ; b) chứa điểm xạ. Nếu đồ 


thị (2) của hàm số y = ƒ (+) lồi trên một trong hai khoảng (z ; xạ), (xạ ; b) và lõm trên 


khoảng còn lại thì (xạ ; ƒ (xọ)) được gọi là điểm uốn của đồ thị (⁄) (h.1. 23). 


3 Ỳ 
An .<- 


điểm uốn 


ất b 


œ nh) 
BE seeee.-seee 
CÀI 


Hình !.23 


~Y 


Nói một cách khác, điểm uốn của đồ thị là điểm phân chia hai phần lồi và lõm của 


đồ thị. 
Tiếp tuyến của đồ thị tại điểm uốn luôn xuyên qua đồ thị. 
Từ định lí về tính lồi, lõm của đồ thị, dễ dàng suy ra 


Định lí. Giả sử hàm số ƒ có đạo hàm cấp hai trên khoảng 7 chứa điểm xạ. Nếu 
#"Œạ)=0 và ƒ"() đổi dấu khi x qua điểm xạ thì (xạ ; ƒ(xạ)) là một điểm uốn 


của đồ thị hàm số y = ƒ(). 


Ví dụ 2. Tìm các khoảng lồi, lõm và điểm uốn của đồ thị hàm số 


1 4 
y=T2x tự +3 tr, 


Giải. Ta có y'=-—x” +2x+3 và y"=~2x+2. 


Bảng xét dấu của y": 


hở 


Vì y">0 trên khoảng (—œ; 1) nên đồ thị (2 của hàm số lõm trên khoảng (—œ; 1). 
Vì y"<0 trên khoảng (1;+œ) nên đồ thị (4) lồi trên khoảng (1;+œ). 
U(I ; 5) là điểm uốn của đồ thị (4). 


`m 


Câu húi và hài tận ôn tập chương l 
68. Chứng minh các bất đẳng thức sau : 


¬ : 1U 
a) tanx > x, VỚI mỌI x € [a2] : 


3 
b) tan > # + ^—- với mọi xe|o:] 


Hướng dân. a) Chứng minh rằng hàm số ƒ(x) = tan x — x đồng biến trên nửa 
š 7 
khoảng L : ä) 
& 
69. Xét chiều biến thiên và tìm cực trị (nếu có) của các hàm số sau : 


a) y=l3x +1; b) y=j4x_— 3” ; 
c)y=x+Xy; d) y=x- 4. 


70. Người ta định làm một cái hộp hình trụ bằng tôn có thể tích V cho trước. Tìm 
bán kính đáy r và chiều cao của hình trụ sao cho tốn ít nguyên liệu nhất. 
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71. Chu vi của một tam giác là 16cm, độ dài một cạnh tam giác là 6cm. Tìm độ 


đài hai cạnh còn lại của tam giác sao cho tam giác có diện tích lớn nhất. 
Hướng dân. Có thể áp dụng công thức Hê-rông (Héron) để tính diện tích 
tam giác : 


Nếu tam giác ABC có độ dài các cạnh là ø, 5, c thì diện tích của nó là 


5 =4/p(p - a)(p — b)(p - c), p là nửa chu vi tam giác. 


72. Cho hàm số 


73. 


74. 


đi 
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ƒŒœ) = sư -2x? + = 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho. 
b) Chứng minh rằng phương trình ƒ(x) = 0 có ba nghiệm phân biệt. 
Cho hàm số 


ƒ(4)= }$ DA + q. 
a) Tìm điều kiện đối với p và ø để hàm số ƒ có một cực đại và một cực tiểu. 
b) Chứng minh rằng nếu giá trị cực đại và giá trị cực tiểu trái dấu thì phương trình 
# + px+qạ=0 (I1) 
có ba nghiệm phân biệt. 
c) Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để phương trình (1) có ba nghiệm 
phân biệt là 
4 p + DI” <0. 
Cho hàm số 
ƒŒ@) =x)T—3x +1. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số. 
b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị tại điểm uốn U của nó. 
c) Gọi (,„) là đường thẳng đi qua điểm U và có hệ số góc ”m. Tìm các giá trị 
của 7 sao cho đường thẳng (đ,„) cắt đồ thị của hàm số đã cho tại ba điểm 
phân biệt. 
Cho hàm số 


y=x! -(m+1)x” +m. 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với 7 = 2. 


b) Tìm các giá trị của sao cho đồ thị của hàm số cắt trục hoành tại bốn 
điểm, tạo thành ba đoạn thẳng có độ dài bằng nhau. 


76. Cho hàm số ƒ(v) = xf - 3Ÿ. 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số đã cho. 
b) Từ đồ thị của hàm số y = ƒ(+) suy ra cách vẽ đồ thị của hàm số y = |/(). 


77. Cho hàm số 


— xT— 4m 
7” 20mx—1) 


có đồ thị là (2/,„). 
a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số với 7n = l. 

: tuần co Ta 0E ng lẺ và uc ¬ 
b) Chứng minh răng với mọi + +3 các đường cong (7,„) đều đi qua hai 
điểm cố định 4 và B. 
c) Chứng minh rằng tích các hệ số góc của các tiếp tuyến với (2/,,„) tại hai 


điểm 4 và Ö là một hằng số khi z biến thiên. 


78. a) Vẽ đô thị (0) của hàm số y=x“ -x+1 và đồ thị (7) của hàm số 


b) Tìm giao điểm của hai đường cong (Ø) và (2). Chứng minh rằng hai 


đường cong đó có tiếp tuyến chung tại giao điểm của chúng. 
c) Xác định các khoảng trên đó (9) nằm phía trên hoặc phía dưới (2). 
79. Cho hàm số 
1 
y=ƒ()=x+—- 
Kp 


a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị () của hàm số. 
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80. 


81. 


82. 


843. 
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b) Tiếp tuyến của đường cong (2) tại điểm M(+%g : ƒ(xạ)) cắt tiệm cận đứng 
và tiệm cận xiên tại hai điểm A và B. Chứng minh rằng M là trung điểm của 
đoạn thẳng AB và tam giác OAB có diện tích không phụ thuộc vào vị trí của 


điểm MM trên đường cong (4). 


Bài tập trác nghiệm khách quan 


Trong môi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 
3 3 
: % % & 
Hàm số = 6x + 
àm số ƒ(+) 3 2 Phụ 


(A) Đồng biến trên khoảng (—2 ; 3) ; 

(B) Nghịch biến trên khoảng (—2 ; 3) ; 

(C) Nghịch biến trên khoảng (—œ ; —2) ; 

(D) Đồng biến trên khoảng (—2 ; +œ). 

Hàm số ƒ(x) = 6xŠ - 15x' + 10x” — 22 

(A) Nghịch biến trên lR ; 

(B) Đồng biến trên khoảng (—œ ;0) và nghịch biến trên khoảng (0 ;+œ) ; 
(CO Đồng biến trên R ; 

(D) Nghịch biến trên khoảng (0; 1). 


Hàm số y = sinx — x 


(A) Đồng biến trên R ; 

(B) Đồng biến trên khoảng (—œ ; 0) ; 

(CO Nghịch biến trên khoảng (—œ ; 0) và đồng biến trên khoảng (0 ; +œ) ; 
(D) Nghịch biến trên R. 

Hàm số ƒ(x) = xÌ - 3x7 —9x + II 

(A) Nhận điểm x = —1 làm điểm cực tiểu ; 

(B) Nhận điểm + = 3 làm điểm cực đại ; 

(C) Nhận điểm x = 1 làm điểm cực đại ; 


(D) Nhận điểm x =3 làm điểm cực tiểu. 


84. Hàm số y = x1 - 4x” — 5 
(A) Nhận điểm x = 3 làm điểm cực tiểu ; 
(B) Nhận điểm x = 0 làm điểm cực đại ; 
(C) Nhận điểm x= 3 làm điểm cực đại ; 
(D) Nhận điểm x =0 làm điểm cực tiểu. 
85. Số điểm cực trị của hàm số y = x -2x7 —3 là 
(A) 0; (B) 1; (CD cao (D) 2. 


x°-3x+6 : 


§6. Số điểm cực trị của hàm số y = là 


x—] 

(A) 0; (B) 2; (QI L; (D) 3. 
87. Hàm số ƒ có đạo hàm là ƒ'{x) = xf(x +1) (2x —1). 

Số điểm cực trị của hàm số là 

(A) 1; (B) 2; () 0; (D) 3. 


88. Hàm số y = x — sin2x + 3 


(A) Nhận điểm x = NT làm điểm cực tiểu ; 
(B) Nhận điểm x = 5 làm điểm cực đại ; 


(C) Nhận điểm x = ` làm điểm cực đại ; 


(D) Nhận điểm x = ~5 làm điểm cực tiểu. 
89. Giá trị lớn nhất của hàm số y = -3VI - x là 

(A) -3;:  (Œ 1; (O -l;:  (@0) 0. 
90. Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = 3sin2x — 4cosx là 

(A) 3; @) —5; (ý =4: (D) -3. 


91. Giá trị lớn nhất của hàm số ƒ(x) = 2xŸ + 3x” — 12x +2 trên đoạn [—1 ; 2] là 


(A) 6; (B) 10; (C)> 15; (D)_ II. 
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92. Giá trị lớn nhất của hàm số ƒ(x) = j-x? -2x+3 là 


(A) 2; ) V2; (Cj 20: (D) 3. 


2 — 
ÿ3 Gọi (€©) là d6ù dùaJRdcgloj cổ 
2x+l 
(A) Đường thẳng x = —1 là tiệm cận đứng của (2). 
(B) Đường thẳng y = 2x - l1 là tiệm cận xiên của (2). 
(C) Đường thẳng y = x + I là tiệm cận xiên của (2). 
(D) Đường thẳng y = x - 2 là tiệm cận xiên của (4). 
2 
94. Gọi (2 là đô thị của hàm số y = =-= 
3+5x—2x 


(A) Đường thẳng x = 1 là tiệm cận đứng của (42). 
(B) Đường thẳng x = ~5 là tiệm cận đứng của (2). 


(C) Đường thăng y = 1 là tiệm cận ngang của (4). 
(D) Đường thẳng y = —x + I là tiệm cận xiên của (42). 


x+x+2 


95. Gọi (42) là đồ thị của hàm số y = “—.. 
5x -=2x+3 


(A) Đường thẳng x = 2 là tiệm cận đứng của (42). 


(B) Đường thẳng y =x - I là tiệm cận xiên của (4). 


(C) Đường thăng y = =. là tiệm cận ngang của (4). 
(D) Đường thẳng y = ¬5 là tiệm cận ngang của (4). 


%6. Đồ thị của hàm số y = x + 


] 
(A) Cát đường thăng y = l tại hai điểm ; 
(B) Cát đường thăng y = 4 tại hai điểm ; 


l0 


LJỆ 


98. 


99, 


(C) Tiếp xúc với đường thẳng y = 0 ; 

(D) Không cắt đường thẳng y = —2. 

Xét phương trình x)+3x” =m. 

(A) Với m = 5, phương trình đã cho có ba nghiệm. 

(B) Với 7z = —1, phương trình có hai nghiệm. 

(C) Với m = 4, phương trình có ba nghiệm phân biệt. 

(D) Với m = 2, phương trình có ba nghiệm phân biệt. 
Ä =2 


Đồ thị hàm số y = TT] 
b; 


(A) Nhận điểm [~z : 3) làm tâm đối xứng ; 
(B) Nhận điểm [~z : 2] làm tâm đối xứng ; 
(C©) Không có tâm đối xứng ; 

(D) Nhận điểm Ẹ : 3) làm tâm đối xứng. 


3 


Số giao điểm của hai đường cong y = xÌ — x7 -2x+3 và y=x “—x+l1 là 


(A) 0; (ŒB) 1; () 3; (D) 2. 


100. Các đồ thị của hai hàm số y = 3— — và y = 4xˆ tiếp xúc với nhau tại điểm Ä⁄ 
s 


có hoành độ là 


(A)x=-—l; (B)x=1l; )v=, (Đ)x= 2. 


G7 
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Š ] LUỸ THỪA VỚI SỐ MŨ HỮU TỈ 


mẽ EENNNNVKER 


1. Luỹ thừa với số mũ nguyên 
Nhắc lại rằng với mỗi số nguyên dương ø, luỹ thừa bậc ø của số ø (còn gọi là 


luỹ thừa của ø với số mũ ø) là số ” xác định bởi 


a" = aa...q với n > Ì, 
¡thừa số 
1 
h =0, 


a được gọi là cơ số, n được gọi là số mñ của luỹ thừa a”. 


3 
|H1| Tính B “=. 
Để có khái niệm luỹ thừa với số mũ nguyên, ta còn phải định nghĩa luỹ thừa 
với số mũ 0 và số mũ nguyên âm. 
a) Luỹ thừa với số mũ 0 và số mũ nguyên âm 
ĐỊNH NGHĨA 1 
Với a # 0, ú = 0 hoặc ø là một số nguyên âm, luỹ thừa bậc ø của 
a là số a” xác định bởi 


aÙ=1,a"= 


Ví dụ 1. (_3) 2 = _ 2 š |5?) 1, 


Ví dụ 2. Nếu sử dụng luỹ thừa với số mũ nguyên của 10 để biểu diễn một số, 
chẳng hạn số 2418,93 dưới dạng : 


2418,93 = 2.10” + 4.102 +1.10+ 8.10 +9.10F!+ 3.102 


thì ta thấy trong tổng trên, mỗi số hạng có dạng a.10", số mũ & chỉ rõ vị trí 
của chữ số z trong biểu diễn thập phân của số đã cho. Chẳng hạn, với k = —l 
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thì chữ số z ở hàng phần mười, với k = 0 thì chữ số ø ở hàng đơn vị, với 
k = [ thì chữ số ø ở hàng chục, .... 


CHÚ Ý 


1) Các kí hiệu 0, 0” (z nguyên âm) không có nghĩa. 


2) Với a z Ö và ñ nguyên, ta có 4” = ——- 
a 
3) Người ta thường dùng các luỹ thừa của 10 với số mũ nguyên để 
biểu thị những số rất lớn và những số rất bé. 
Chẳng hạn 
Khối lượng của Trái Đất là 5,97.10”!kg, 
02 


Khối lượng nguyên tử của hiđrô là 1,66.1 5, 


Trò chơi Rubic (Rubik) có hơn 4.10!? cách sắp xếp. 
b) Tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên 
Quy tắc tính 
Từ định nghĩa luỹ thừa với số mũ nguyên của một số, ta thấy các quy tắc tính 


toán cho luỹ thừa với số mũ tự nhiên vẫn còn đúng với số mũ nguyên. Cụ thể 
ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Với a # 0, b z 0 và với các số nguyên ?,ø, ta có 


1) a”.aạ" Kh am" : 


mì? I//1/ n HỊH , 
3a") =a . 4) (ab)"= a"b" : 


HUẾ 


Ta chứng minh công thức 5). 


Với n > 0, công thức hiển nhiên đúng. 
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Với ñ < 0, ta có —n là số nguyên dương. Do đó 


l Tay si. SH VD. 
b ST a n ạ” ạa” ph 
b ph” 


Các công thức khác được chứng minh tương tự. 


|H2| Chứng minh công thức 1) của định lí 1 cho trường hợp m >0, n<0 và 
m > ln|. 


So sánh các luỹ thừa 


ĐỊNH LÍ 2 


Cho ơm, ø là những số nguyên. Khi đó 


1) Với a > I thì 4” > a” khi và chỉ khi m > ñ ; 


2) Với 0< a<1 thì a”>a” khi và chỉ khi m < n. 


Từ định lí 2, ta có 


HỆ QUẢ 1 
Với 0 < a < b và m là số nguyên thì 


l) a” < b” khi và chỉ khi m >0; 


2) a” > b” khi và chỉ khi mm < 0. 


Chứng mình 


Vì0<ø<b nên 2 >1 và 0 <5 <l, 


b\"_(bp} 
Theo 1) của định lí 2, ta có B > B © m >0, hay 
a a 
a”<b” ©m >0. 


m 0 
Theo 2) của định lí 2, ta có B > B © m <0, hay 


a”>b”<>m<Q0. IRi 


7] 


Từ hệ quả 1, ta có thể chứng minh được hai hệ quả sau : 


HỆ QUÁ 2 


Với a < b, n là số tự nhiên lẻ thì 


7 XI, , đợi 


HỆ QUÁ 3 


Với z, b là những số dương, ø là một số nguyên khác 0 thì 


a” =b” khi và chỉ khi a = b. 


|H3| Có phải (0,99)7.99 > 993 và (0,99)-1,99 > 993 


2. Căn bậc ø và luỹ thừa với số mũ hữu tỉ 


Ta đã có khái niệm căn bậc hai, căn bậc ba của một số. Sau đây, ta xét khái 
niệm căn bậc 7 của một số. 


a) Căn bậc ø 
ĐỊNH NGHĨA 2 
Với nguyên dương, căn bậc ø của số thực ø là số thực b 
sao cho 


Dư 


Ta thừa nhận hai khẳng định sau đây. 
e Khi n là số lẻ, mỗi số thực a chỉ có một căn bậc n. Căn đó được kí hiệu 
là (la. 
e Khi n là số chẵn, môi số thực dương a có đúng hai căn bậc n là hai số đối 
nhau. Căn có giá trị dương kí hiệu là tia (còn gọi là căn số học bậc n của a), 
căn có giá trị âm kí hiệu là —#/a. Đặc biệt, 4z được kí hiệu đơn giản là va. 
Ví dụ : Số 32 chỉ có một căn bậc năm là ŠJ32 = 2 : số 64 có hai căn bậc sáu 


là 964 = 2 và -Š664 = -2. 
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Nhận xét 
1) Căn bậc 1 của số ø chính là a. 
2) Căn bậc ø của số 0 là 0. 
3) Số âm không có căn bậc chắn vì luỹ thừa bậc chắn của một số thực bất kì là 
số không âm. 

4) Với n0 nguyên dương lẻ, ta có 

(a >0 khi z>0; 

Wa <0 khi z<0. 
3 J" khi n lẻ 

la| khi z chẩn. 


Một số tính chất của căn bậc n 
Từ các tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên dương, ta có thể chứng minh 
được các tính chất sau đây. 


Với hai số không âm 4a, b, hai số nguyên dương ?, ø và hai số 
nguyên ?, đ tuỳ ý, ta có 


D Ñab = Ñla.b : 


n 
3-2 tờ) 
b tp 

3) Ña" =(Wa)” (>0): 

4) ÑÑa = "Na : 

5Nếu #= tì tá” = Na” (a>0), 

Đặc biệt #ja = "Ña”, 

Các tính chất 1), 2), 3) đã được biết đến đối với căn bậc hai và căn bậc ba. 
Ta chứng minh tính chất 5). 


Giả sử Na? = x và Na” = y. Vì a> 0 nên x>0,y >0. 
Ta có x* =a, y” =a?, Dođó 


x1 = ạP4 = y”P, 
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Mặt khác, vì _ = n. nên nợ = mp. Bởi vậy, từ x"“ = y”” và x >0, y> 0, 
SUY Ta X = y. 

Học sinh tự chứng minh tính chất 4). LI 
Ví dụ 3 


a) Ä/§.ŠJ4 = XJ§.4 = 32 =2. Ð 5n =ẤC “ te “2 
c) ŸJ/729 = 729 =3. d) Ÿ128 = (4128) = 23 = 8. 
e) A128 = Äl2 = Ÿ2. 

Chứng minh rằng 


a) Nếu n là số nguyên dương lễ và a < b thì Ra < Íb ; 


b) Nếu n là số nguyên dương chẵn và 0 < a < b thì lÍa < lÍp. 
b) Luỹ thừa với số mũ hữu tỉ 
ĐỊNH NGHĨA 3 
Cho ø¿ là một số thực dương và z là một số hữu tỉ. Giả sử 
m : n ¬—... Ä 
r=—, trong đó 7 là một số nguyên còn ø là một số nguyên 
n 
dương. Khi đó, luỹ thừa của ø với số mũ r là số a” xác định bởi 
m 
" 


Hị m 
= Nữ 


r 
q =dq 


Nhận xét. Từ tính chất 5) của căn bậc ø, ta suy ra rằng số ø” =z” là xác 
: ` " .®......ẽ 3a  ..ẻẻ ... 
định, không phụ thuộc vào phân số — biểu diễn số hữu tỉ r, tức là nếu 

n 


m mì 
+1 — — 
l0 tr ` Ï ⁄ ca Z 4n... .. 
r=—=— thìa” =a”. Do đó trong biểu thức a” với z là một số hữu tỉ, 
JN 


ta thường viết z dưới dạng phân số tối giản có mẫu dương. 


Ví dụ 4 


2 I 

va) 8” = 8? = 64 =4; b) 27  = Ÿ27'= đ = ai 
B 

ca” = Ña (a dương, nguyên dương). 


« Có thể chứng minh được rằng luỹ thừa với số mũ hữu tỉ (của số thực dương) 
có đầy đủ các tính chất như luỹ thừa với số mũ nguyên đã nêu ở trên. 


Ví dụ 5. Cho z, b là những số thực dương. Ta có 


kã & HH 

a3b+ab3 _ ab(a3 + b3) —- b 

Wtấp 1 1 
a3 +b3 


Câu húi và hài tập 
Trong các khăng định sau, khẳng định nào đúng, khẳng định nào sai ? 


a) Với số thực z và các số nguyên 7, n, ta có 


'2 XI; HIẾP Y2 d4 dệi- _=a7” 
a 


b) Với hai số thực z,5 cùng khác 0 và số nguyên 7, ta có 


a\ a" 
(ab)" = a"b” ; B =. 
c) Với hai số thực ø,b thoả mãn 0 < z < b và số nguyên ø, ta có 
Ñ" SÐ °, 
đ) Với số thực z khác 0 và hai số nguyên ?, n, ta có 


Nếu m >n thì a” > a”. 
Xét khẳng định : 


"Với số thực ø và hai số hữu tỈ r, s, ta có (4”)Ì` = a ”*", 


Kh 


Với điều kiện nào trong các điều kiện sau thì khăng định trên đúng ? 


(A) a bất kì ; (ŒB)zz0; (Œ)a>0; (D) a<1. 
Viết các số sau dưới dạng số nguyên hay phân số tối giản : 
lãm của [jÌm CC 
3 3 l5 3 
Thực hiện phép tính 
“#j _- 
~0,75 An 3 — TL 5 : 
sào là: lns 32) ' 
kh TC th 
b) 0,001 3 —(-2) ”.643-—8 3 + (90); 
7 ¡9075 
273 .. ¬- 0,5, 
c) 272 + [ T s] ưng 
l 
là RE” 
đ) (-0,5)* - 6259 ~ (2z) + 19(-3) Ở. 
Đơn giản biểu thức (với øz, b là những số dương) 
| 7 | 5 
(Ña3bp?)° a3-da3 a3-dg` 


b) . 
: I 4 5 I 
INEm 
a°b a3—-a3” a3+a3 
So sánh các số : 


a) A2 và Ä3 ; b) 43 + 3/30 và Ÿ63 ; c) 3/7 + V15 và V10 + Ÿ28. 
Chứng minh Ÿ7 + 5/2 + Ÿ7 - 5/2 =2. 


a) 


Bài đọc thêm 


TÍNH GẦN ĐÚNG CĂN BẬC n CỦA MỘT SỐ 
THẬP PHÂN BẰNG MÁY TÍNH BỎ TÚI. 


Có thể dùng máy tính bỏ túi chẳng hạn, máy tính CASIO ƒ-500 MS để tìm giá trị gần 


đúng căn bậc ø của một số thập phân. 


Ví dụ 1. Để tìm ./23,425 , ta ấn liên tiếp các phím sau : 


ýV]23|]42 5E. 


Khi đó, trên màn hình hiện số 4.839938016 . Làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư, 


ta được 


423.425 ~ 4.8399. 


Ví dụ 2. Để tìm 3/§,532 , ta ấn liên tiếp các phím sau : 


sHrTl | | s [] s 3 2 E| 


Trên màn hình hiện số 2.043385382. Làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư, 


3J8,532 ~ 2.0434. 


ta được 


Lưu ý : Khi ấn liên tiếp hai phím 


ISHIET| 


Ÿ/ lta mới được phím Ÿ | 


Ví dụ 3. Để tính 320, ta ấn liên tiếp các phím sau : 


7 |SHIFT 


l#]|3 2 o BI. 


Trên màn hình hiện số 2.279 704562. Làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư, ta được 


420 x 2,2791. 


Lưu ý : Khi ấn liên tiếp ba phím 7 Lý. |. ta mới được phím {ˆ.. 


(Để tính 32”7, ta ấn 3 2 [A 


3|. 


2 


Như vậy 32” = 65536.) 


. Trên màn hình hiện số 65,536. 


ti 


19. 


11. 


§ 


Luyện tận 
Đơn giản biểu thức 
a) Y4 — vP va + Ñlab . b) a=b a+b _ 
Mla-#b ` Ña+b la-b. Ña+#bˆ` 


a+b 2 a—] *a + 1a - 
c)|==- W2] :(Ña - Äb)”; d) . lạ 2Í, 
lq + ÄÍb .: 2 .A @<E] 
a*++a2 
Từ tính chất của luỹ thừa với số mũ nguyên dương, chứng minh 
Ñab = la .Âp (>0,b >0, ø nguyên dương). 
Chứng minh 
a) A4+2A3 —-44-2A3 =2; b) 9 + 80 + Ñ9 - V§0 =3. 


So sánh các số 


3 
a) (3) ° và b4 : b) 3500 và 4⁄00, 


= 3 
7 >—— 
c) [;] và A/2.214 ; d) 79 và 429, 


LUY THỪA VỚI SỐ MŨ THỰC 


_—= 
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Khái niệm luỹ thừa với số mũ thực 


Ta đã định nghĩa luỹ thừa với số mũ hữu tỉ. Để định nghĩa luỹ thừa với số mũ 
thực tuỳ ý, ta còn phải định nghĩa luỹ thừa với số mũ vô tỉ. 


Cho số vô tỉ ø. Ta thừa nhận rằng bao giờ cũng có một dãy số hữu tỉ 
Fị,Tạ,....!„ạ,... mà limr, = ớ. Chẳng hạn, với 


œ = 42 =1,4142135... 


ta có dãy n=l ; „=l4 ; œ =1l,4l1 ; øè+=l414 ; rz =1,4142 ; 
r = 141421 ;... và limz„ = V2. 


e Cho ø là một số thực dương và z là một số vô tỉ. Xét dãy số hữu tỉ 
Fị,Fạ,...,1„, .. mà limr, = œ. Khi đó, người ta chứng minh được rằng dãy 


số thực z1, 4?,....4”„,.... có giới hạn xác định (không phụ thuộc vào dãy 
số hữu tỉ (r„) đã chọn, tức là nếu còn có dãy hữu tỉ Œứ„) mà limz =ø 
thì limz” = lima”). Ta gọi giới hạn đó là luỹ thừa của a với số mũ œ, kí 
hiệu là z”. Vậy 


aZ = lim a"”, 


nñ—>+œ 
Ví dụ 1 
2 là giới han của dãy số 
giới hạ y 
1l; 14; LAI; 1414; 14142  141421;... 


nên 1012 là giới hạn của dãy số 
1ol : 10! : 10121 : 101214 : 10112 : 101211 tu, 
Giá trị của 10Ý2 bằng 25,95455352.... 
GHI NHỚ (về cơ số của luỹ thừa) 


1) Khi xét luỹ thừa với số mũ 0 và số mũ nguyên âm thì cơ số 
phải khác 0. 


2) Khi xét luỹ thừa với số mũ không nguyên thì cơ số 
phải dương. 


e Người ta chứng minh được rằng luỹ thừa với số mũ thực (của một số dương) 
có đầy đủ các tính chất như luỹ thừa với số mũ nguyên đã nêu trong §T. 

Ví dụ 2 

a) Với a là số dương, ta có 


(a5 +l 5 -1 a8 


aiv2 g 2+2 „t 


79 


2. 
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b) Để so sánh các số 1613 và 4392, ta đưa về so sánh hai luỹ thừa cùng cơ số. 
Ta có 163 = 42*3, do đó ta so sánh 2/3 và 3 2. 


Vì (2A3) = 22.3 = 12, (3/2) = 3.2 = 18 nên 24/3 < 3/2, do đó 
4243 < 43⁄2 tức là 162 < 4342, 


V5” 3/5 


1+5 2- 


IH1| Tínn | 2 2 


Công thức lãi kép 

Gửi tiền vào ngân hàng, ngoài thể thức lãi đơn (tức là tiền lãi của kì trước 
không được tính vào vốn của kì kế tiếp, nếu đến kì hạn người gửi không rút lãi 
ra), còn có thể thức !ã¡ kép theo định kì. Theo thể thức này, nếu đến kì hạn 
người gửi không rút lãi ra thì tiên lãi được tính vào vốn của kì kế tiếp. Nếu 
một người gửi số tiền A với lãi suất r mỗi kì thì dễ thấy sau N kì số tiền người 
ấy thu được cả vốn lẫn lãi là : 


C=A(+r)Ÿ, () 
(Có thể chứng minh bằng quy nạp theo N ). 


Ví dụ 3. Theo thể thức lãi kép, một người gửi 10 triệu đồng vào ngân hàng. 
a) Nếu theo kì hạn 1 năm với lãi suất 7,56% một năm thì sau 2 năm người đó 
thu được một số tiền là 

10.(1 + 0.0756)” ~ 11,569 (triệu đồng). 
b) Nếu theo kì hạn 3 tháng với lãi suất 1,65% một quý thì sau 2 năm người đó 
thu được một số tiền là 

10.(1+0,0165)Š ~ 11,399 (triệu đồng). 


|H2| Một người đầu tư 100 triệu đồng vào một công ti theo thể thức lãi kép với lãi 
suất 13% một năm. Hỏi sau 5 năm mới rút lãi thì người đó thu được bao nhiêu tiền 
lãi ? (Giả sử rằng lãi suất hàng năm không đổi). 


12. 


13. 


14. 
15. 


16. 


17. 


0âu hủi và hài tập 
Xét mệnh đề : "Với các số thực +, a, b, nếu Ö < a< b, thì a” < b*". 
Với điều kiện nào sau đây của x thì mệnh đề đó là đúng ? 
(A) x bất kì ; (B)x>0; (Œ)x<0. 
Xét mệnh đề : "Với các số thực z, x, y, nếu x < y, thì øÏ < a”". 
Với điều kiện nào sau đây của ø thì mệnh đề đó là đúng ? 
(A) a bất kì ; (B)a>0; (Œ)a >1. 
Cho các số thực ø, x, y vớix < y. Hãy tìm điều kiện của ø để a* > a”. 
Tính các biểu thức 
8 
(o5); 225g, ¿22,02, 
Đơn giản các biểu thức 
v3+1 


43-1 
4 M... 
aXS~5, q44 Am. | 


Một người gửi I5 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép kì hạn l năm 
với lãi suất 7,56% một năm. Giả sử lãi suất không thay đổi, hỏi số tiền người 
đó thu được (cả vốn lẫn lãi) sau 5 năm là bao nhiêu triệu đồng ? (Làm tròn 
đến chữ số thập phân thứ haI). 


Luyện tận 


18. Viết các biểu thức sau dưới dạng luỹ thừa của một số với số mũ hữu tỉ : 


a) Älx Äx (x>0) ; b) thứ (a>0,b>0); 
11 
c) TÊNg : đ) \a\aNaxa :al6 (>0). 
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19. Đơn giản biểu thức 


2+1 M41 __ 
a) #5, Ị ; b) Ki  AdiG | : 
„EU N.. 
30. g2V3 1Â 
) —= ` đ) An) : 
l+” — p”) 


20. Tìm các số thực øz, thoả mãn từng điều kiện sau : 
a) s4” +gZ”)=l (a>0); Đb) 3l9Ì < 27. 


21. Giải các phương trình sau bằng cách đặt ? = #x: 
a) Jx+Ñx =2; b) Vx—3Ÿx+2=0. 
22. Giải các bất phương trình sau : 


a) x2 <3; b) xl >7; c)x!? >2; d) x)<5. 


N 5 LÔGARIT 


ae nR 


Trong bài này chúng ta sẽ tìm hiểu một trong những phép toán quan trọng có 
nhiều ứng dụng trong thực tiễn, đó là lôgarit. 

1. Định nghĩa và ví dụ 
Trước tiên, ta có những lưu ý sau về luỹ thừa của cơ số z : 


Cho số z dương. Với mỗi số thực ø tuỳ ý, ta luôn xác định được luỹ thừa aZ. 
Hơn nữa, ta có 


aZ là một số dương ; 
Nếu z = I thì aZ = lẾ =1 với mọi z elR; 
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Nếu z > I thì ø* < a khi và chỉ khi ø < / : 
Nếu 0< z <1 thì aZ < aŸ khi và chỉ khi ø > Ø. 


Từ đó, suy ra 
Nếu 0< z #I thì aZ = z khi và chỉ khi ø = đ. 


Ngược lại, ta thừa nhận rằng khi z là một số dương khác 1 thì với mỗi số 
dương b, có một số ø để 
j Si, 


Theo lưu ý ở trên, số ø đó là duy nhất. Từ đó, ta có định nghĩa sau : 


ĐỊNH NGHĨA 1 
Cho z là một số dương khác 1 và b là một số dương. Số thực ø 
để a“ =b được gọi là lôgarit cơ số ø của b và kí hiệu là 
log,„b, tức là 
g`=log.b>ø” =0: 
Ví dụ 1 
logig 100 = 2 4/102 = 100 : logig>— = =2 vì 10 2 = —” 
ịc PIHG “nuvôY VÌ TU “102 100 


CHÚ Ý 
1) Không có lôgarit của số Ö và số âm vì zZ luôn dương với 
mỌI #. 
2) Cơ số của lôgarit phải dương và khác I1. 
3) Theo định nghĩa lôgarIf, ta có 


log„l =0, log,z=]l; 


log„a” =b,Vb e 


a°⁄z2” =b,Vbe 


Hai công thức (1) và (2) nói lên rằng phép lấy lôgarit và phép nâng lên luỹ thừa 
là hai phép toán ngược của nhau. Cụ thể, với số ø dương khác 1 ta có 
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Với mọi số thực 


bị —————x 891 —————+ log,a =b; 
nâng lên luỹ thừa lấy lôgarIt cơ số 
CƠ SỐ đ 


Với mọi số thực b dương 
ĐẸP =————————*  ljp j †h——————# a'982? =ÿ, 
lấy lôgarit cơ số a nâng lên luỹ thừa 
CƠ SỐ đ 
Ví dụ 2 


1 -2 
": 
loga Ä3 = loga33 = 3i log¡ 4 = lop [2] = -2. 
2 2 


|H1| rínn 


| 
2) lOE2 2 ¡ lô b) 0l98312.. 0 1298051, 


NI 
|H2| Với giá trị nào của x thì log (1— x) =2 ? 
2. Tính chất 
a) So sánh hai lôgarit cùng cơ số 
Từ những lưu ý của mục 1, đễ dàng chứng minh được 
ĐỊNH LÍ 1 


Cho số dương ø khác 1 và các số dương Ö, c. 


1) Khi z > I thì log„5 >log,c<>b5>c; 


2) Khi 0< z< 1T thì log„b > log„e © b<c. 


Ta chứng minh ]). 
Vì a > I nên, theo lưu ý của mục Ï, ta có 


log„b 


log„b > log„e © a > a9. sp >c. IH 


Š4 


Hãy chứng minh 2). 
Từ định lí 1, ta có 


HỆ QUẢ 
Cho số z dương khác 1 và các số dương Ù, c. 


1) Khi ø >1 thì log,b>0Sb >1. 


2) Khi 0< z< 1 thì log„b >0 © b<l. 


3) log„b = log„c ©b=c. 


Ví dụ 3. Hãy so sánh loga : và log 
5 
Giải. Vì «1 Sóc I1 nên log: S > logzl =0. 


5 2 
5 5 


Vì 2> l và Š <1 nên log; Š < logyl =0) 


9 5 
2 2 
Từ đó suy ra loga ẵ >lOBa BI 
5 2 


b) Các quy tắc tính lôgarit 
Từ định nghĩa lôgarit và tính chất của luỹ thừa, ta suy ra các quy tắc tính 
lôgarIt. 
ĐỊNH LÍ 2 
Với số z dương khác I và các số dương ?, c, ta có 


1) log„(bc) = log„b + log„e ; 


2) log„ B = log„b — log„e ; 


3) log„bZ = ølog„b. 
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CHÚ Ý 


Bằng quy nạp, suy ra rằng với các số dương j, Ö›,..., Ð„, ta cÓ 


...a Ứng 


log„(Đba...b„) = log„ bị + log„b› +... + logu„ bạ. 
Khẳng định sau đúng hay sai ? Vì sao ? 
VX e (-œ;-]), log„(x —]) = logx(x+ ID) + log„(x—]). 
Từ định lí 2 dễ dàng suy ra 
HỆ QUÁ 


Với số a dương khác 1, số dương b và số nguyên dương 7, ta có 


1) log, =-loBg„Ð ; 


| 
2) log„ Ñb = ¬ l0gu . 


Ví dụ 4 


loggl6 _ logyl6 _ logy2” 4log;2 
log„15 — log;30 - 


15 ˆ -l  —]og„2 
log; s) log„2 Ễ7 


H5| Tính logs V/3 - zl0g; 12 + logs 50. 


3. Đổi cơ số của lôgarit 


Trong tính toán, đôi khi ta cần biết mối liên hệ giữa những lôgarit với cơ số 
khác nhau. 


Sau đây là công thức đổi cơ số của lôgarit. 


ĐỊNH LÍ 3 


Với a, b là hai số dương khác 1 và c là số dương, ta có 


hay log,b.logye = log„c. 


S6 


Chứng mình 
Thật vậy, ta có c = b'°#»°, từ đó 

log„e = log„(b'98»°) = ]og, c.log,„b. 
Vì b #I nên log„b #0, do đó 


Từ công thức đổi cơ số của lôgarit, với e = đ, ta suy ra 


HỆ QUÁ 1 


Với z và b là hai số dương khác 1, ta có 


log„b = hay log„5.log,a = 1. 


log, a 


Cũng trong công thức đổi cơ số đó, với b = aZ (œ#0), ta có 


HỆ QUÁ 2 


Với z là số dương khác 1, c là số dương và ø # 0, ta có 


l 
log „ c= +: l0 là 


Ví dụ5.  log¡ (loga 4.log› 3) = logi (2log; 2.log› 3) = log;2 = loB„-› z7 
4 4 4 


= == lop) 2 = 


2 2 
= 3 
Tìm x, biết loga x + logo x = 2" 


Nhận xét. Nhờ công thức đổi cơ số của lôgarit, khi biết lôgarit cơ số đ, ta có 
thể tính được lôgarit cơ số bất kì. Chẳng hạn, ta có thể tính được các lôgarit 
cơ số 2, cơ số 3,... theo lôgarit cơ số 10. 


Š7 


4. 
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Lôgarit thập phân và ứng dụng 


Trong thực hành ta hay dùng hệ đếm thập phân (hệ đếm cơ số 10) ; chính vì vậy 
lôgarit thập phân (lôgarit cơ số 10) chiếm một vị trí quan trọng trong tính toán. 
Năm 1617 người ta đã xây dựng được bảng lôgarit thập phân để tìm giá trị gần 
đúng lôgarit thập phân của một số thực dương bất kì (xem bài Em có biết 
"Về lịch sử phát minh lôgarit và bảng lôgarit" trang 91). Ngày nay thay vì dùng 
bảng, người ta thường dùng máy tính bỏ túi. 


ĐỊNH NGHĨA 2 

Lôgarit cơ số 10 của một số dương +x được gọi là lôgarit thập 

phân của x và kí hiệu là logx (hoặc là lgx ). 
Lôgarit thập phân có đầy đủ các tính chất của lôgarit với cơ số lớn hơn I. 
e Trước khi có máy tính, để tính các luỹ thừa với số mũ phức tạp, người ta 
thường dùng phương pháp "lôgarit hoá” với lôgarit cơ số 10 và các tính toán 
được thực hiện nhờ bảng số. 
Ví dụ 6. Để tính 2,1” người ta làm như sau : 
- Tính log2,I*? 

log2,1*“ = 3,2log2,1I ~ 1.0311; 
- Từ đó suy ra 2,13“ x 10!9H ~ 10.7424. I8 
e Người ta còn dùng phương pháp "lôgarit hoá" và các tính chất của lôgarit để 
giải quyết một số bài toán liên quan đến luỹ thừa. 
Ví dụ 7 
Một người gửi 6 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép, kì hạn l năm 
với lãi suất 7,56% một năm. Hỏi sau bao nhiêu năm người gửi sẽ có ít nhất 
12 triệu đồng từ số tiền gửi ban đầu (giả sử lãi suất không thay đổi) ? 
Giải 
Theo công thức lãi kép Œ = A(I + r}Ÿ , sau W năm gửi, người gửi sẽ có một 
số tiền là 
6(1 +0,0756)Ÿ. 
Từ đó, ta phải tìm sao cho 
12=6(1 +0,0756) Ÿ. (1) 


Lấy lôgarit thập phân hai vế của đăng thức (1), ta được 
log12= log6 + Ýlog 1,0756. 
log12 — log6 
5 WM=———.--. 09.51. 
Thận log1,0756 
Vậy sau khoảng 10 năm người gửi sẽ có ít nhất 12 triệu đồng từ số vốn 6 triệu 
đồng ban đầu. 


e Rõ ràng khi x = 10” thì logx = ø. Cồn với số x > l tuỳ ý, viết x trong hệ 
thập phân thì số các chữ số đứng trước dấu phảy của x là ø + l1, trong đó ø là 
phần nguyên của logx, ø = [logx]. 

Thật vậy, vì 10” là số tự nhiên bé nhất có ø + 1 chữ số nên số các chữ số 
đứng trước dấu phảy của x bằng ø + 1 khi và chỉ khi 10” < x < 10"*T, tức là 
n < logx <ñ+l ; điều này chứng tỏ nø = [logx]. 

Ví dụ 8. Để tìm số các chữ số của 2” khi viết trong hệ thập phân người ta 
lấy giá trị gần đúng của log2 là 0,3010 và được 


[2008.log2] + 1 = [2008.0,3010] + 1 = [604.408] + 1 = 605. 
Vậy số 2” có 605 chữ số. 


Khi viết 2!000 trong hệ thập phân ta được một số có bao nhiêu chữ số ? 
(lấy giá trị gần đúng của log2 là 0,3010). 


0âu hủi và hài tập 
23. Chọn khăng định đúng trong các khẳng định sau : 
a) Cơ số của lôgarit là một số thực bất kì ; 
b) Cơ số của lôgarit phải là số nguyên ; 
c) Cơ số của lôgarit phải là số nguyên dương ; 
d) Cơ số của lôgarit phải là số dương khác I. 
24. Trong các khẳng định sau đây, khẳng định nào đúng, khăng định nào sai ? 
a) Có lôgarit của một số thực bất kì. 
b) Chỉ có lôgarit của một số thực dương. 


69 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


90 


c) Chỉ có lôgarit của một số thực dương khác I. 


đ) Chỉ có lôgarit của một số thực lớn hơn I1. 


Điển thêm vế còn lại của đẳng thức và bổ sung điều kiện để có đẳng 


thức đúng. 


a) log„(Ay) =...; 


CÌ: T0? uê2 


, 


b)...= log„x — log„y ; 


đ) al©EaÐ = 


Trong mỗi mệnh đề sau, hãy tìm điều kiện của ø để có mệnh đề đúng : 


a) log„x < log„y ©0<x<y; 


b) log„x < log„y © x> y>0. 


Hãy tìm lôgarit của mỗi số sau theo cơ số 3 : 


Tính log¡ 125 ; 
5 


Tính 3!9%l3 : 


Tìm x, biết 


a) logax =4; 


X3 


|| 
lOBo,s 2 : 


3 loga2 „ 


c) loga(x+ 2) =3; 


Biểu thị các lôgarit sau đây theo lôgarit thập phân (rồi cho kết quả bằng máy 


» 


l 


AN gã 


1 
lOEieT: 
4 


| 
S 


lụ bộ 


b) log2(S- +) =3 ; 


đ) log¡(0,5 + x) = -T. 


6 


tính, làm tròn đến chữ số thập phân thứ ha) : 


logy25 ; 


logs8 ; 


logo0,75 ; 


logo;s 1,13. 


log¡ 36. 
6 


| 


Số 
32 


là ?) 


Lôgarit là phát minh của Nê-pe (J. Napier hay J. Neper 
1550 - 1617) - một điền chủ và nhà thần học người 
Xcôt-len. Nê-pe bị toán học lôi cuốn và ông coi toán học 
là niềm vui giải trí của mình. Trong vòng 20 năm trời, 
những lúc rẳnh rỗi, Nê-pe đã phát triển lí thuyết lôgarit và 
ông đã trình bày vấn đề này trong một cuốn sách viết 
bằng chữ La-tinh in năm 1614 với đầu đề "Mô tả một 
bảng lôgarit kì diệu" (từ "lôgarit" có gốc là những từ Hi lạp : 
logos nghĩa là tỉ lệ, arithmos nghĩa là số). Ông hi vọng 
phát minh của mình sẽ giúp đơn giản hoá nhiều phép 
tính trong thiên văn, đó là những phép tính đòi hỏi nhiều 
công sức và thời gian. 


John Napier 
(1550 — 1617) 


Thực tế, lôgarit của Nê-pe đã làm cuộc cách mạng trong thiên văn và trong nhiều 
lĩnh vực toán học bằng cách thay thế việc thực hiện "phép tính nhân, chia, tính căn 
bậc hai, căn bậc ba của những số lớn mà bên cạnh việc tiêu phí thời gian một cách 
tẻ nhạt, người ta còn hay bị nhầm lẫn" bằng thực hiện các phép tính cộng, trừ đơn 
giản những số tương ứng. Phát minh của Nê-pe là một phương thức tiết kiệm thời 
gian đáng kể. 


Một số nhà sử học coi rằng việc sử dụng lôgarit để đơn giản các phép tính đã giúp 
nhà thiên văn người Đức Giô-han Kê-ple (J. Kepler) phát hiện ba quy luật chuyển 
động của hành tinh mà điều này lại giúp nhà vật lí người Anh Niu-tơn (I. Newton) 
phát hiện lí thuyết hấp dẫn. Sau phát minh của Nê-pe 200 năm, nhà toán học Pháp 
La-pla-xơ (P. Laplace viết rằng : Lôgarit, bằng cách giảm bớt công sức tính toán, đã 
kéo dài tuổi thọ gấp hai lần cho các nhà thiên văn. 


Các bảng lôgarit ban đầu của Nê-pe còn nhiều khiếm khuyết. Một nhà toán học 
người Anh là Hen-ry Bric (H. Briggs) đọc công trình của Nê-pe (bằng chữ La-tinh) 
ngay sau khi nó được công bố, lập tức thấy được ý nghĩa của phát minh kì diệu này. 
Bric viết thư cho Nê-pe đề nghị gặp gỡ trao đổi và nêu ra nhiều cải tiến cho phát 
minh đó. Hai nhà toán học gặp nhau vào mùa hè năm 1615. Bric đề nghị định nghĩa 
lại lôgarit thập phân (lôgarit cơ số 10). Thực ra, Nê-pe có nghĩ đến dùng cơ số 10 
nhưng đã không đủ sức làm nên các bảng mới. Nê-pe đề nghị Bric xây dựng các 
bảng như thế. 

Sau đó hai năm, các bảng lôgarit thập phân đầu tiên đã được Bric xây dựng. Nê-pe 
mất năm 1617 trước khi Bric hoàn thành các bảng đó. Nhiều nhà toán học đã tiếp 
tục xây dựng các bảng lôgarit thập phân trong đó có bảng của Bra-đi-xơ mà ngày 
nay chúng ta vẫn còn dùng. 


9] 


32. 


343. 


34. 


Sộ: 


20 


Khi viết số thập phân dương ¿ dưới dạng kí hiệu khoa học ø= ø.10”, với 
1<øz<10,nc Z2 thì 


loga = logø+n. q) 

Như vậy, chỉ cần biết logø với mọi œ thuộc [ 1 ; 10) thì sẽ tính được lôgarit thập 
phân của một số thập phân dương bất kì. Người ta gọi logø trong (1) là phần định 
trị, n là phần đặc tính của loga. Trong các bảng số, người ta cho sẵn giá trị 
gần đúng phần định trị logœ. Bảng của Bra-đi-xơ cho logœ với bốn chữ số 
thập phân. 
Ví dụ. Cho biết log 2,319 ~ 0,3653. Tính log23,19 và log0,2319. 
Giải 
log 23,19 = log(2,319.10) = log2,319 +1 ~0,3653+1= 1,3653 ; 
log0,2319 = log(2,319.10”) = log2,319—1 

~0,3653—1= -0,6347. 


Luyện tập 
Hãy tính : 
a) logs 12 — logs 15 + logs 20 ; b) 2l0g; 36 — log; 14 — 3logz Ñ21 ; 
logz9 
Hãy so sánh : 
a) loga 4 và loE 2 : b) 3Ì9%61! và 7l986022, 
Không dùng bảng số và máy tính, hãy so sánh : 
a) log2 + log3 với log5 ; b) log12 — logŠ5 với log7 ; 
c) 3log2 + log3 với 2log5 ; đ)I+ 2log3 với log27. 


Trong mỗi trường hợp sau, hãy tính log,„ x, biết log„ = 3, log„c = -2 : 


43 
a) x= a°b Nc ; lu Với 
€ 


3ó. 


37. 


38. 


39. 


40. 


4I. 


Trong mỗi trường hợp sau, hãy tìm x : 

a) logax = 4loga a + 7loga b ; b) logs x = 2logs a — 3logs Ú. 
Hãy biểu diễn các lôgarit sau qua ø và Ø: 

a) log 3 50, nếu loga15 = z, logz10 = Ø ; 

b) log„1250, nếu log› 5 = ø. 


Đơn giản các biểu thức sau : 


II: 4 1 SANG. 
a) logs + log4 + 4log2 : b) logo + 2log36 + 2log> : 


c) log72 — 2logzc +logvI08 ;  d) logn — log0,375 + 2logx/0,5625. 


Tìm x, biết : 
a) log.27=3;  b) log, =-l; c) log, 5 = -4. 
Số nguyên tố dạng M,„ = 2P —1, trong đó p là một số nguyên tố được gọi là 


số nguyên tố Mec-xen (M. Mersenne, 1588 — 1648, người Pháp). 

Ơ-le phát hiện Mạ¡ năm 1750. 

Luy-ca (E. Lucas, 1842 - 1891, người Pháp) phát hiện M¡z„ năm 1876. 
Maogaso được phát hiện năm 1996. 

Hỏi rằng nếu viết ba số đó trong hệ thập phân thì mỗi số có bao nhiêu chữ số ? 
(Dễ thấy rằng số chữ số của 2” — I1 bằng số chữ số của 2” và để tính số chữ 
số của Ms; có thể lấy log2~ 0,30 và để tính số chữ số của Mizoss¿o có thể 
lấy log2~ 0,30103 (xem ví dụ 8)). 

Một người gửi 15 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép kì hạn một 
quý với lãi suất 1,65% một quý. Hỏi sau bao lâu người đó có được ít nhất 
20 triệu đồng (cả vốn lẫn lãi) từ số vốn ban đầu ? (Giả sử lãi suất không 
thay đổi). 
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SỐ e VÀ LÔGARIT TỰ NHIÊN 


MA... 


1. 
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Cho đến bây giờ, dường như 7 là số vô tỉ quan trọng nhất mà ta biết đến. 
Trong bài này, ta sẽ được biết thêm một số vô tỉ cũng quan trọng không kém, 
1 X 
đó là số e. Số e là giới hạn lim h + x) , xấp xi bằng 2,718281828... ; nó 
x->+œ * 
xuất hiện một cách tự nhiên trong Toán học, cũng như trong đời sống. Chính 
vì vậy lôgarIt cơ số e còn được gọi là lôgarit tự nhiên. Trong các máy tính bỏ 
túi, người ta đều thiết kế các phím bấm cho phép tính giá trị của các biểu thức 


e* và log„ x (còn kí hiệu là In+). 


Lãi kép liên tục và số e 

Ta đã biết : Nếu đem gửi ngân hàng một số vốn ban đầu là A với lãi suất mỗi 
năm là z theo thể thức lãi kép thì sau W năm gửi số tiền thu về cả vốn lẫn lãi sẽ 
là Aq + r)Ÿ. 

Giả sử ta chia mỗi năm thành zz kì để tính lãi và giữ nguyên lãi suất mỗi năm 


` ` ~* 4⁄4 " * ` lễ ` ^Z x„*Ä x ` 
là r thì lãi suất môi kì là — và số tiên thu được sau ý năm (hay sau NMmm Kì) 
m 


: Nm 
là AÍI + =) : 
m 


IHẢ| Cho A = 100 triệu đồng, r = 8% năm, N = 2. Dùng máy tính bỏ túi tính số tiền 
thu được cả vốn lẫn lãi sau 2 năm theo các định kì sau đây : 


m = Ì (định kì năm) ; m = 2 (định kì 6 tháng) ; 
m = 4 (định kì quý) ; m = l2 (định kì tháng) ; 
m = 52 (định kì tuần) ; — m = 365 (định kì ngày). 
Hiển nhiên khi tăng số kì m trong một năm thì số tiền thu được sau ý năm 


(tức Nm kì) cũng tăng theo. Tuy nhiên như ta thấy sau đây, nó không thể tăng 
lên vô hạn được. 


Thật vậy, xét giới hạn của dãy số sau (trong đó A, r, N là cố định) 


- Nm 
9, =A[L+z] 


Ta có 


() 


Người ta chứng minh được giới hạn trên tồn tại, nó là một số vô tỉ có giá trị 
bằng 2,718281828... và được kí hiệu là e. Vậy 


X* 
e= lim h + x) +¿ 2,7183. (2) 
x>+œ X 
Từ (1) và (2), người ta suy ra limS,„ = Ð-1- tật IR 


e Thể thức tính lãi khi m —> +œ gọi là thể thức !ấi kép liên tục. 
Như vậy với số vốn ban đầu là A, theo thể thức lãi kép liên tục, lãi suất mỗi 
năm là r thì sau năm số tiền thu được cả vốn lẫn lãi sẽ là 


$= Ae , (3) 
Công thức (3) được gọi là công thức lãi kép liên tục. 
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Ví dụ 1. Với số vốn 100 triệu đồng gửi vào ngân hàng theo thể thức lãi kép 
liên tục, lãi suất 8% năm thì sau 2 năm số tiền thu về cả vốn lẫn lãi sẽ là 
100.e7°°# ~ 117,351087 — (triệu đồng). H 
e Nhiều hiện tượng tăng trưởng (hoặc suy giảm) của tự nhiên và xã hội, chẳng 
hạn sự tăng dân số, cũng được ước tính theo công thức (3). Vì vậy công thức (3) 
còn được gọi là công thức tăng trưởng mũ. 
Ví dụ 2. Sự tăng dân số được ước tính theo công thức (3), trong đó A là dân 
số của năm lấy làm mốc tính, Š là dân số sau năm, r là tỉ lệ tăng dân số 
hàng năm (xem bài đọc thêm "Sự tăng trưởng (hay suy giảm) mũ” trang 110). 
Biết rằng tỉ lệ tăng dân số thế giới hàng năm là 1,32%, năm 1998 dân số thế 
giới vào khoảng 5926,5 triệu người. Khi đó dự đoán dân số thế giới năm 2008 
(10 năm sau) sẽ là 


5926,5.e!%0!32 ~ 6762,8 (triệu người). 


Lôgarif tự nhiên 


ĐỊNH NGHĨA 


LôgarIt cơ số e của một số dương z được gọi là lôgarif tự nhiên 


(hay lôgarit Nê-pe) của số z và kí hiệu là Inz. 
Lôgarit tự nhiên có đầy đủ các tính chất của lôgarit với cơ số lớn hơn I. 


|H2| a) Dùng công thức đổi cơ số, hãy so sánh logx và lnx tuỳ theo các giá trị của x. 


= 
b) Tính giá trị của biểu thức loge2!n⁄10 _ In ¡glese 


Ví dụ 3. Biết rằng năm 2001, dân số Việt Nam là 78685800 người và tỉ lệ tăng 
dân số năm đó là 1,7% và sự tăng dân số được ước tính theo công thức (3). 
Hỏi cứ tăng dân số với tỉ lệ như vậy thì đến năm nào dân số nước ta ở mức 
100 triệu người ? 
Giải. Theo bài ra, ta có 

100 = 78,6858.e 0175. Œ 
Lấy lôgarit tự nhiên hai vế của (*) ta được 


In100 = In(78,6858.c99!7 } 


42. 


43. 


44. 


45. 


4ó. 


Từ đó suy ra 

In100 - In78,6858 _ 14 
0,017 Như 

Vậy nếu cứ tăng dân số với tỉ lệ hàng năm là 1,7% thì đến năm 2015 dân số 

nước ta sẽ ở mức 100 triệu người. 


N_—= 


ˆ 2m ` ` m ˆ 
0âu húi và hài tận 
Tìm sai lầm trong lập luận sau : 


Ta có IneF = 2lne =2.1=2 và In(2e) = lne + lne =l+1= 2. Từ đó suy 


ra e^ = 2e, mà e Z0 nên e = 2 


Biểu diễn các số sau đây theo ø = lIn2, b = InS : 


16 1 2 95 090 
In 500; m :ln6,25; In + nạ +...+ In + In: 
Chứng minh 


¡eInG +x/97— 4ÌhV2lÄ= S H(y2 —1)=0. 


Sự tăng trưởng của một loại vi khuẩn tuân theo công thức § = A.e”, trong đó 
A là số lượng vi khuẩn ban đầu, r là tỉ lệ tăng trưởng (r > 0), là thời gian tăng 
trưởng. Biết rằng số lượng vi khuẩn ban đầu là 100 con và sau 5 giờ có 
300 con. Hỏi sau 10 giờ có bao nhiêu con vi khuẩn ? Sau bao lâu số lượng vi 
khuẩn ban đầu sẽ tăng gấp đôi ? 


Cho biết chu kì bán huỷ của chất phóng xạ plutôni Pw”?? là 24360 năm (tức là 


3 sau 24360 năm phân huỷ thì chỉ còn lại một nửa). Sự phân 


một lượng Pu 
huỷ được tính theo công thức $ = Ae”, trong đó A là lượng chất phóng xạ ban 
đầu, r là tỉ lệ phân huỷ hàng năm (z < 0), 7 là thời gian phân huỷ, Š là lượng 
còn lại sau thời gian phân huỷ /. Hỏi 10 gam Pu” sau bao nhiêu năm phân 
huỷ sẽ còn I gam ? 
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Bài đoc thêm 


Có thể dùng máy tính bỏ túi, chẳng hạn máy tính CASIO ƒv - 500 3S, để tính luỹ thừa 
của 10, của e cũng như lôgarit thập phân và lôgarit tự nhiên của một số. 


Ví dụ 1. Tính log 5,63. 


SỬ DỤNG MÁY TÍNH BỎ TÚI ĐỂ TÍNH LUỸ THỪA 
VÀ LÔGARIT 


Để tính log 5,63, ta ấn lần lượt các phím sau : 


lIog| 5 [| 6 3 ]=|. 


Khi đó, trên màn hình hiện số 


0.750508394. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 
log5,63 ~x 0,7505. 


Ví dụ 2. Tính 10 ”!?, 


Để tính 10”, ta ấn lần lượt các phím sau : 


BmT] [Iø*] [O| 2 II 1 3 El. 


Khi đó, trên màn hình hiện số 


7.413102413 x 10 ??. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 
10”! x 0/0074. 


Ví dụ 3. Tính In 4,83. 


Để tính In 4,83, ta ấn lần lượt các phím sau : 


IIn| 4 L| s 3 l=]. 


Trên màn hình hiện số 


1.574846468. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 


In 4,83 x 1,5748. 


Ví dụ 4. Tính e5, 


Để tính e5 , ta ấn lần lượt các phím sau : 


SHIFT 


[-] 


X 


5 


Trên màn hình hiện số 
9.356469017. 
Nếu làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư thì 


eÝ5 „9.3565. 


LÔGARIT TRONG MỘT SỐ CÔNG THỨC ĐO LƯỜNG 


a) Độ pH trong hoá học 


e Trong mỗi dung dịch, nồng độ ion hiđrô [HạO”] đặc trưng cho tính axit, nồng độ 
hiđrôxyn [OH ] đặc trưng cho tính bazơ (kiểm), (nồng độ tính bằng mol//). 

Ở 25°C, tích [HạO”] x [OH ] là một hằng số và bằng 10” (đối với mọi dung dịch). 
Nước tinh khiết ở 25°C có [HạO”] = [OH ] = 10 ”. Nếu nồng độ [HạO”] lớn hơn 
10” thì dung dịch có tính axit, nồng độ [HạO*] nhỏ hơn 10 ” thì dung dịch có 
tính kiềm. 


Vì các nồng độ này là những số rất nhỏ nên để đặc trưng tính axít (tính bazơ) của 
một dung dịch, người ta xét chỉ số (hay độ) pH, 


pH=- log[HạO”]. 


(pH là chữ đầu của nhóm từ "potential of hydrogen" có nghĩa là tiềm lực của hiđrô). 
Như vậy 


pH < 7 nói lên rằng dung dịch có tính axit ; 
pH > 7 nói lên rằng dung dịch có tính bazơ ; 
pH = 7 chứng tỏ dung dịch là trung tính. 
Ví dụ 
Bia có [HạO”] = 0,00008, do đó có độ pH là 
pH = -log 0,00008 = 5 - log 8< 7. 
Rượu có [HạO”] = 0,0004, do đó có độ pH là 
pH = -log0,0004 = 4 — log 4 < 7. 
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Như vậy, bia và rượu đều có tính axít, nhưng tính axít của rượu lớn hơn tính axít 
của bia. 

e Trong thực tế, ngành thổ nhưỡng rất quan tâm đến độ pH của một vùng đất để tìm 
ra biện pháp cải tạo đất và chọn giống cây trồng thích hợp. 

b) Độ chấn động trong địa vật lí 

e Độ chấn động ⁄ của một địa chấn biên độ 7 được đo trong thang độ Richte 
(C. F. Richter, nhà địa vật lí Mĩ, 1900 - 1985) xác định bởi 


Nzjn 
Jọ 


(o là biên độ của dao động bé hơn 1um trên máy đo địa chấn, đặt cách tâm địa 
chấn 100km, ï¿ được lấy làm chuẩn). 

e Ở 3 độ Richte, địa chấn chỉ có ảnh hưởng trong một vùng diện tích nhỏ ; ở 4 đến 5 
độ Richte, địa chấn gây một số thiệt hại nhỏ ; ở 6 đến 8 độ Richte, địa chấn gây một 
số thiệt hại lớn ; ở 9 độ Richte, thiệt hại là cực kì lớn. 

e Năng lượng giải toả Ƒ tại tâm địa chấn ở M độ Richte được xác định xấp xỉ bởi 


công thức 
logE~11,4+1,5M. 


Từ đó, chẳng hạn, ở 8 độ Richte, địa chấn có năng lượng giải toả gấp khoảng 
30000 lần địa chấn ở 5 độ Richte (địa chấn ở 5 độ Richte có năng lượng giải toả 
khoảng 2.10! jun). 

c) Độ to nhỏ của âm 

Để đặc trưng cho độ to nhỏ của âm, người ta đưa ra khái niệm mức cường độ của 
âm. Một đơn vị thường dùng để đo mức cường độ của âm là đềxiben (viết tắt là dB) 
(G. Bell, 1847 - 1922, nhà vật lí Mĩ gốc Anh). 


Mức cường độ L của âm được tính theo công thức : 
l 
L(dB)=10log—, 
lọ 
trong đó ! là cường độ của âm, tức là năng lượng truyền đi bởi sóng âm trong 


một đơn vị thời gian và qua một đơn vị diện tích bề mặt vuông góc với phương 
sóng truyền (đơn vị đo là W/m2) ; lạ là cường độ của âm ở ngưỡng nghe 


(To =10"12 W/m?). Công thức trên cho thấy : Khi cường độ của âm tăng lên 
107, 10Ỷ, ... lần thì cảm giác về độ to nhỏ của âm tăng lên gấp 2, 3, ... lần. 


Chú ý rằng nếu thường xuyên nghe tiếng ồn khoảng 90dB thì có nguy cơ bị giảm 
thính lực, thậm chí bị điếc (xem bài tập 52 tr. 112). 


` R HÀM SỐ MŨ VÀ HÀM SỐ LÔGARIT 


Trong bài này, ta luôn giả thiết ø là một số dương và khác 1 (0 < a # 1) đã 
cho,. là một khoảng hay hợp của nhiều khoảng nào đó. 
1. Khái niệm hàm số mũ và hàm số lôgarit 
Từ định nghĩa luỹ thừa và lôgarit, ta thấy : 
e Với mỗi giá trị thực của x, ta luôn xác định được một giá trị z` (duy nhất). 
e Với mỗi giá trị thực dương của x, ta luôn xác định được một giá trị log„x 
(duy nhất). 
Từ đó, ta có hàm số y = đ` xác định trên và hàm số y = log„x xác định trên 
R} =(0;+©). 
ĐỊNH NGHĨA 

Giả sử ø là một số dương và khác I1. 

Hàm số dạng y = đ` được gọi là hàm số mũ cơ số a. 

Hàm số dạng y = log„x được gọi là hàm số lôgarit cơ số a. 
Khi không cần nhấn mạnh cơ số, hàm số mũ cơ số z còn gọi tắt là hàm số 
mũt ; hàm số lôgarit cơ số ø còn gọi tắt là hàm số lôgari. 
Ta cũng dùng kí hiệu y = logx (hoặc Igx) để chỉ hàm số lôgarit cơ số 10 và kí 
hiệu y = Inx để chỉ hàm số lôgarit cơ số e. Trong nhiều tài liệu, hàm số y = e” 
còn được kí hiệu là y = exp(y). 

2. Một số giới hạn liên quan đến hàm số mũ và hàm số lôgarit 
a) Ta thừa nhận rằng các hàm số y = đ” và y = log„vx liên tục tại mọi điểm mà 
nó xác định, tức là 
VxoelR, lim a” =z", 
x—>*%g 


Vxg€ R., lim log„x = log„*+g. 
x->*%p 


(1) C6 tài liệu coi hàm số mũ là hàm số có dạng y = kz”, trong đó & là hằng số khác 0. 
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[H1] Tìm các giới hạn sau : 


1 


a) lim e*; b) lim logs x ; €) lim log|'°*†, 
x—>+œ x—>8 x0 * 
`: TAY 
b) Ta đã biết lim |1+—-| =e. Ngoài ra ta còn có lim |I+-| =e. Từ đó, 
£—>+œ f £->—œ f 
bằng cách đổi biến (đặt : = x) ta được 
1 
lim (1+x)x =e. q) 


x0 
Sử dụng (1), ta dễ dàng chứng minh được hai giới hạn quan trọng sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Sự In + x) — 


L, 


Chứng mình. Ta có. 


Ind+x) _ 1 _ ` 
—x“ xmÍ + *) = In(I + 4]. 
1 


Khi x dần đến 0 thì ụ + x)x ->e nên do tính liên tục của hàm số lôgarIt, 


ta có 


1 
lim HỒ È 3 — lịm In(1 + x)x = Ine =1. 
x->0 x x—>0 


Vậy (2) được chứng minh. 
Để chứng minh (3), ta đặt / = e" — 1. Khi đó ta có x = In(1 +), và x —> 0 khi 
và chỉ khi ; — 0. Do đó 


X -] 
lữ = ảnii= ii pc: 
x0 X ;>0Ïn(l+f)  ;-›0 f 
Vậy (3) được chứng minh. L 
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3. Đạo hàm của hàm số mũ và hàm số lôgarif 


Dưới đây, chúng ta sẽ chứng tỏ rằng hàm số mũ và hàm số lôgarit có đạo hàm 
tại mọi điểm mà nó xác định. 


a) Đạo hàm của hàm số mũ 


ĐỊNH LÍ 2 


` s X —z ` * ` _d 
a) Hàm số y = ` có đạo hàm tại mọi điểm x e 


(¿* ] = đ” Inz ; nói riêng ta có c] =e”. 
b) Nếu hàm số  = „(x) có đạo hàm trên J thì hàm số 


y = a' có đạo hàm trên J và 


[ái] =w'(©a"€)lna ; nói riêng ta có kế ] =w(x)e©9), 


Chứng mình 
a) Trước hết ta xét hàm số y = e”. Giả sử x là một số tuỳ ý. Kí hiệu Ax là số 
gia của biến số tại x và Ay là số gia của hàm số tương ứng với nó, ta có 


Ay= e*+A* :z e*= c* (e" sĩ Ì), 


X6 ......ẽ.....ẽ 
lim ——~= lim ——————=e lim ——— =e. (theo (3)). 
Ax>0ÂXY Ar0 A*x Ax>0_ AX ( )) 


Vậy (`) =€” với mọi x. 

* 
Đối với hàm số y = đ”, ta có a* =e'“ˆ = e*!"“ nên theo công thức đạo hàm 
của hàm số hợp, ta có 


(z*) = ha e1l4(yịna)" =øÏlna (với mọi x e R). 


b) Kết luận này suy ra từ phần a) của định lí và công thức đạo hàm của hàm 
số hợp. L 


Ví dụ 1. Với y= (x” + 1)eŸ, ta có 
y=Œ@2+ 1e +@+1)@Ÿ}Y=(2x+xŸ+1)eÝ=@ + Le”. 
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|H2| Tìm đạo hàm của mỗi hàm số sau : 
a) y=( + De” ý b) y= eÝ* SIHX. 
b) Đạo hàm của hàm số lôgarit 

ĐỊNH LÍ 3 


a) Hàm số y = log„x có đạo hàm tại mọi điểm x > 0 và 


: MA... _ TNI 
(log„x) = TT 002 cong 2 ta có (lnx) = n 


b) Nếu hàm số  = (x) nhận giá trị dương và có đạo hàm trên 
⁄ thì hàm số y = log„„(x) có đạo hàm trên J và 


J2 2P... : ,_ W(%) 
hữy) hú ? nói riêng ta có (ln(x))' = Uữ) 


(log„ u(x))`= 


Chứng mình 


a) Trước hết ta xét hàm số y = Inx. Giả sử x là một số dương tuỳ ý. Kí hiệu Ax 


là số gia của biến số tại x và Ay là số gia của hàm số tương ứng với nó, ta có 


ÄyiS'ii@bAipofifigsin =n(1+ S*], 
X X 


hÍI + =] tị! + =] 
lim  ”= lim SaffliftSees no": d(hegïfj) 
Ax>0AX _ Ar0 Ax Ax->0 Ý Ax T Ï 
X 
Ầ ¬" 
Vậy (Inx) = E5 với mọi x > Ö. 


Đối với hàm số y = log.„x, ta có 


Ho 
lna 


(với mọi x > 0). 
xina 


Í 1 
(log„x) = [ = Tnanz) = 


b) Kết luận này suy ra từ phần a) của định lí và công thức đạo hàm của hàm 
số hợp L 


Ví dụ 2. Đối với hàm số y = In@“ — x + 1), ta có 


xỞT—-x+Ì x-x+ 


với mọi x < 0. 


[H3] Chứng minh rằng [In(—x)]' = — 
X 


HỆ QUÁ 


a) (In|xl)' = = với mọi x # Ö. 


b) Nếu hàm số  = „(x) nhận giá trị khác 0 và có đạo hàm 
trên /J thì 


* 


(In|z(+)|)' = Bơi với mọi x e J. 


Hệ quả này được suy ra từ định lí 3 và kết quả của : 
4. Sự biến thiên và đồ thị của hàm số mũ và hàm số lôgarit 
a) Hàm số y = đ” 


Ta đã biết hàm số y = đ” có tập xác định là 
R. Để khảo sát sự biến thiên của nó, ta 
cần xét dấu của đạo hàm y' = z” Inz. Do 
đ`> 0 với mọi x nên dấu của y' trùng với 
dấu của Inz. Mặt khác, theo tính chất của 
lôgarit ta có lnz >0 khi #¿> Ï và Inz < 0 
khi 0 < a < I. Bởi vậy, ta xét hai 
trường hợp : 


® Trường hợp a> Ì Hình 2.1 
Trong trường hợp này ta có lnz > 0 nên y' > 0 với mọi x. Do đó hàm số đồng 
biến trên R. 
Người ta còn chứng minh được rằng lim øÌ =+œ và 
x—>+œ 
lim 4” = 0Ú, (4) 


x>-—œ® 
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Giới hạn (4) chứng tỏ đồ thị của hàm số y = đ” có tiệm cận ngang (khi 
x — —) là trục hoành. 


Ta có bảng biến thiên sau : 


* —œ 0 +oœo 


wSjˆ{a>1) l 
` ăă 


Hàm số y = đ` nhận mọi giá trị thuộc khoảng (0 ; +œ). 


kộ ° À ° ° ` A? * À * kì Z ` S ~ Z,* 
Hình 2.1 thể hiện đồ thị của hàm số y = (3 . Đồ thị của các hàm số mũ với 


cơ số ø > 1 cũng có dạng tương tự. Chúng có chung các đặc điểm đáng chú ý 
sau đây : 


() Luôn cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 1 (vì ta luôn có đ” = 1); 
(1i) Nằm hoàn toàn ở phía trên của trục hoành (vì đ” > 0 với mọi x). 
e Trường hợp 0< a< Ì 


Trong trường hợp này, người ta cũng chứng minh được rằng lim z¿`Ï =+œ và 
x—>—œ 


lim a” = 0. (S5) 


x->+œ 


a) Dựa vào (5), hãy nêu kết luận 
về đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
y= đỶ, 

b) Lập bảng biến thiên của hàm số y = đ` với 


0<a<Ïl. 


Trên hình 2.2, đường nét liền thể hiện đồ 


2 
này cũng có các đặc điểm (ï) và (1) như 
trong trường hợp z > Ï. 


* 
thị của hàm số y = B . Dễ thấy đồ thị 


Hình 2.2 


GHI NHỚ 


` s X 
Hàm số y = đ 


* Có tập xác định là R và tập giá trị là khoảng (0 ; +œ) ; 
* Đồng biến trên R khi z > 1, nghịch biến trên R khi0<øz<1; 
* Có đồ thị : 

— Đi qua điểm (0; 1), 

— Nằm ở phía trên trục hoành, 


— Nhận trục hoành làm tiệm cận ngang. 


Đồ thị có một trong hai dạng nêu ở hình 2.3. 


Hình 2.3 
b) Hàm số y = log„x 
Ta đã biết hàm số y = log„x có tập xác định là khoảng (0 ; +œ) và trên khoảng 
1 
đó nó có đạo hàm là y' = (l '=——: 
ó nó có đạo hàm là y = (log„x) BI 


Tương tự hàm số mũ, để xét dấu của đạo hàm, ta xét hai trường hợp : ø > I và 
0<a<Ïl. 
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Một số kết quả khảo sát hàm số y = logx được ghi lại trong bảng sau : 


Hàm số y = log„x với > Ï 


Hàm số y = log„x với << l1 


® y >0 với mọi x e (0; +œ) 
° Hàm số đồng biến trên (0 ; +œ) 
và nhận mọi giá trị thuộc 


(6) 


°® lim log„x =-—œ 
x0” 


*® lim log,x = +% 
x->+œ 


® y <0 với mọi x e (0; +œ) 
® Hàm số nghịch biến trên (0 ; +œ) 
và nhận mọi giá trị thuộc lR 


Œ) 


® lim log,x = + 
x0” 


°® lim logux=-—œ 
x—+œ 


Các giới hạn (6) và (7) chứng tỏ rằng trong cả hai trường hợp, đồ thị của hàm 


số y = log„x đều có tiệm cận đứng (khi x —> 0”) là trục tung. 


Trên hình 2.4, đường nét liên thể 
hiện đồ thị của hàm số y = log›x 
(các hàm số lôgarit cơ số ø với  > Ì 
có dạng tương tự), đường nét đứt 
thể hiện đồ thị 
sốy = log;x (các hàm số lôgarit 
D) 
cơ số z với 0 < a< 1 có dạng tương 
tự). 
điểm đáng chú ý sau : 


của hàm 


Chúng có chung những đặc 


() Luôn cắt trục hoành tại điểm 


(1; 0) (vì log„l = 0 với mọi 4) ; 


Hình 2.4 


(ï) Nằm hoàn toàn về bên phải trục tung (vì log„x chỉ xác định khi x > 0). 


IH] Dựa vào bảng trên, hãy lập bảng biến thiên của hàm số y = log„x trong mỗi 


trường hợp a > 1 và 0 < a < 1. Kiểm nghiệm các tính chất được nêu trong bảng đó 


qua đồ thị hình 2.5. 


GHI NHỚ 


Hàm số y = log„x 
* Có tập xác định là khoảng (0 ; +œ) và tập giá trị là R ; 
* Đồng biến trên (0 ; +œ©) khi z > 1, nghịch biến trên (0 ; +œ) 
khiO<a<1; 
* Có đồ thị 
— Đi qua điểm (I ; 0), 
— Nằm ở bên phải trục tung, 
— Nhận trục tung làm tiệm cận đứng. 


Đồ thị có một trong hai dạng nêu ở hình 2.5 (đường liền nét). 


Hình 2.5 

Nhận xét 
Nếu gọi (G¡) là đồ thị của hàm số y = đ” 
và (G›) là đồ thị của hàm số y = log„x thì 
(G¡) và (G›) đối xứng với nhau qua đường 
phân giác (/¡) của góc phần tư thứ nhất. 
Thật vậy, xét điểm /⁄(p ; 4) bất kì, điểm 
đối xứng với M qua (/¡) là điểm M'(4 ; p), 
ta có (h.2.5)): 
MỌ@; 4) e (G)© q=#” © p=log¿4 

© M(q;:p)s (G›). Hình 2.6 
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Điều đó đã chứng minh nhận xét trên. Ta cũng có thể kiểm nghiệm lại nhận 
xét này đối với hai hàm số y = logax và y = 2” (h. 2.6) bằng cách gấp tờ giấy 
theo đường (¡). 
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Bài đọc thêm 


SỰ TĂNG TRƯỞNG (HAY SUY GIẢM) MŨ 


Thế nào là tăng trưởng (hay suy giảm) mũ ? 
Trong bài học §4, ta đã làm quen với vấn đề lãi kép liên tục. Trong thực tế, nhiều 
hiện tượng tự nhiên, xã hội có tính chất tăng trưởng (hay suy giảm) tương tự như vấn 
đề lãi kép liên tục, chẳng hạn: vấn đề tăng trưởng dân số, vấn đề sinh sôi của vi 
trùng, vấn đề phân huỷ của các chất phóng xạ,... Các vấn đề trên được gọi là vấn đề 
tăng trưởng (hay suy giảm) mũ. 
Về thực chất, sự tăng trưởng (hay suy giảm) mũ được đặc trưng bởi một hàm số mà 
đạo hàm của nó tại mỗi điểm đều tỉ lệ với giá trị của hàm số tại điểm đó với hệ số tỉ 
lệ không đổi, tức là hàm số y = ƒ(x) thoả mãn điều kiện 

#Œœ)=#Œœ) q) 
(xét trên một khoảng nào đó) trong đó & là một hằng số khác 0 nào đó. Số k được gọi 
là fỉ lệ tăng trưởng khi k > 0 và được gọi là tỉ lệ suy giảm khi k < 0. 
Ta sẽ chứng tỏ rằng hàm số y = ƒ(x) thoả mãn điều kiện (1) khi và chỉ khi nó 
có dạng 


y = Ce** (với C là hằng số tuỳ ý). (2) 


Thật vậy, dễ thấy hàm số y = ce*# (C là hằng số) luôn thoả mãn điều kiện (1). 


Ngược lại, giả sử y = ƒ(+%) là hàm số thoả mãn điều kiện (1). 
#Œœ) 


kx 
e 


Khi đó, nếu đặt C(+x) = , tức là ƒ(x) = cœ»e# thì theo (1) ta có : 


f!Œœ)= C'œef# + C@jef# = C'Gef“ + Q@) = ựỚ). 


Từ đó suy ra C'(x)e*Ý =0. Tức là C'(x) =0 (với mọi x thuộc khoảng đang xét). Vậy 
C(x) phải là một hằng số € nào đó và do đó ƒ(x) = Ce'”. n 
Dễ thấy C là giá trị của hàm số ƒ tại x = 0 nên Œ còn được gọi là giá trị ban đầu. 
Trong công thức lãi kép liên tục thì giá trị ban đầu chính là số vốn ban đầu gửi vào 
ngân hàng (C = 4), k là lãi suất mỗi năm (# = r) và x là số năm gửi (x = N). 


47. 


Chu kì bán huý (bán rã) của chất phóng xạ 


Trong công thức (2), nếu & < 0 thì hàm số y = Ce** mô tả sự suy giảm mũ. Một ví dụ 
điển hình cho sự suy giảm mũ là sự phân huỷ của các chất phóng xạ. 
Giả sử có một lượng chất phóng xạ ban đầu là zạ, lượng chất phóng xạ còn lại tại 
thời điểm ¿ là 

u(f) = uạef 
trong đó k < 0 là hệ số suy giảm (trong Vật lí, số |k| gọi là hằng số phóng xạ) 
Ta đặt „ị = uứ) và ạ = uứ+) và xét tỈ số 


kt. 

M2 _ Học 7 _ „kứa—ñj) 

"u" 

H uHục I 
Kết quả đó chứng tỏ rằng tỉ số giữa hai lượng phóng xạ còn lại tại hai thời điểm /; và 
í¡ chỉ phụ thuộc vào hiệu số í„ — /¡ mà thôi. Điều đó cho phép người ta đưa ra một 
khái niệm gọi là chu kì bán huỷ (bán rã) của chất phóng xạ, đó là khoảng thời gian 
mà lượng chất phóng xạ đó phân huỷ đi chỉ còn lại một nửa. Nói cách khác, chu kì 
bán huỷ là khoảng thời gian s = í; —/¡ sao cho 


1 
“—Ẵs ˆ, (3) 


—ln2 —ln2 , : ø 

Từ (3) ta có s = ~" hay £ = —“. Như vậy, nếu biết chu kì bán huỷ của một chất 
S 

phóng xạ thì ta cũng tính được hệ số suy giảm của chất phóng xạ đó. Chẳng hạn, 

chu kì bán huỷ của radium là 1550 năm nên hệ số suy giảm của radium là 


—ln2 


= ~ —0,000447. 
1550 


Câu húi và hài tận 

Khoảng 200 năm trước, hai nhà khoa học Pháp 
là Clô-zi-ut (R. Clausius) và Cla-pay-rông 
(E. Clapeyron) đã thấy rằng áp suất p của 
hơi nước (tính bằng milimét thuỷ ngân, 
viết tắt là mmHg) gây ra khi nó chiếm 
khoảng trống phía trên của mặt nước chứa 
trong một bình kín (h.2.7) được tính theo 
công thức 


¡+273 Hình 2.7 


III 


48. 


49. 


50. 


S1. 


52. 


trong đó 7 là nhiệt độ C của nước, z và &k là những hằng số. Cho biết 
kx~—2258,624. 

a) Tính a biết rằng khi nhiệt độ của nước là 100C thì áp suất của hơi nước 
là 760 mmHg (tính chính xác đến hàng phần chục). 


b) Tính áp suất của hơi nước khi nhiệt độ của nước là 40C (tính chính xác 


đến hàng phần chục). 
Tìm các giới hạn sau : 
2n e2 c2 ——- 
a) lm——————— ; b) lim 
x0 x x0 x 


Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


a)y=(x— 1)e” ; b)y=ax ve +1; 


©\y= set e"); đ)y= 2e" +e”), 


Trong các hàm số sau đây, hàm số nào đồng biến, hàm số nào nghịch biến trên JR ? 


» "(gi 


Vẽ đồ thị của các hàm số sau : 
x 2 £ 
2) y= (J2) : 5= [3] : 


lÍ Ẹ 
Sử dụng công thức L(đB) = 10logT—- (xem bài đọc thêm ”LôgarIf trong một số 
0 
công thức đo lường” tr.99), hãy tính gần đúng, chính xác đến hàng đơn vị, độ 


⁄4 2 Z x.Ð ⁄ lÍ là ^* .À ` ` ⁄ 
lớn (đB) của âm thanh có tỉ số TÐ cho trong bảng sau rồi điền vào cột còn trống : 


0 
STT Loại âm thanh T, Độ lớn (L) 
1 Ngưỡng nghe I 
2 Nhạc êm dịu 4000 
3 Nhạc mạnh phát ra từ loa 6,8. 10Ẻ 
4__ | Tiếng máy bay phản lực 2,3.10'2 
5 Ngưỡng đau tai 103 
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53. 


54. 


S5. 


S6. 


Tìm các giới hạn sau : 


n) 
a) j“.... : b) lim lhg + x), 
x—>0 x x—>0 X 
Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) y = (3x — 2)Infx; b)y= V+x? +1 InŸ; 
Inøx7 +1) 
c)y=x n1 _. đ) y 


Trong các hàm số sau đây, hàm số nào đồng biến, hàm số nào nghịch biến 
trên khoảng xác định của nó ? 


a)y= lOB› #x ; b) y= log„x với a= 


1 
: 33 — 2). 
Vẽ đồ thị của các hàm số sau : 


a)y= logsx ; b) y = logs +. 
3 


ƯỚC TÍNH DÂN SỐ VIỆT NAM 


Năm 2001, dân số nước ta khoảng 78 690 000 người. Theo công thức tăng trưởng 
mũ, nếu tỉ lệ tăng dân số hàng năm luôn là 1,7% thì ước tính số dân Việt Nam x năm 
sau sẽ là 78 690 000.e°°!”* (người) = 7,869.e0:0!”* (chục triệu người). Để phần nào 
thấy được mức độ tăng nhanh của dân số, ta xét hàm số 


ƒf@)=7.869.c°91 


Đồ thị của hàm số y =ƒf+) (h.2.8) cho thấy khoảng 30 năm sau (tức là khoảng 
năm 2031), dân số nước ta sẽ vào khoảng 131 triệu người, tức là tăng gấp rưỡi. 
Chính vì vậy, để đảm bảo nền kinh tế phát triển bền vững, Đảng và Nhà nước ta luôn 
quan tâm đến vấn đề dân số và kế hoạch hoá gia đình. 
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ề 


y #(chục triệu người) 


Hình 2.5a Hình 2.6b 
Đồ thị hàm số y = ƒ{x) Hình ảnh phóng to một phần của h.2.8a 
HÀM SỐ LUY THỪA 


nh ah 
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Chúng ta đã học các hàm số : y= x, y = x7, y= = =x _, Đó là những trường 
hợp riêng của hàm số luỹ thừa. 

Khái niệm hàm số luỹ thừa 

Hàm số luỹ thừa là hầm số có dạng y = X. trong đó ø là một hằng số tuỳ ý. 
Từ các định nghĩa về luỹ thừa, ta thấy 

— Hàm số y = +”, với ø nguyên dương, xác định với mọi x e R. 

— Hàm số y = x”, với nguyên âm hoặc ø = 0, xác định với mọi x z 0. 


— Hàm số y = x”, với œ không nguyên, có tập xác định là tập các số 
thực dương. 

Người ta chứng minh được rằng hàm số luỹ thừa liên tục trên tập xác định 
của nó. 


CHÚ Ý 
| 
Theo định nghĩa, đẳng thức ly =x" chỉ xảy ra nếu x > 0. Do đó, 
| 
hàm số y= x” không đồng nhất với hàm số y = lầy (ne ÑÏ). 
Chẳng hạn, hàm số 


y= Ä'x là hàm số căn bậc ba, xác định với mọi x e IR ; còn hàm số 


I 
luỹ thừa y= xỶ chỉ xác định với mọi x > 0. 
2. Đạo hàm của hàm số luỹ thừa 
Với n là số nguyên lớn hơn 1, ta đã có công thức (x”)' = nà” với mọi x e ïR. 


Tương tự, ta có công thức đạo hàm của hàm số luỹ thừa với số mũ thực 


sau đây. 
ĐỊNH LÍ 
a) Hàm số luỹ thừa y = x (với z c ]R) có đạo hàm tại mọi 
điểm x > 0 và 
l ] = TT, 
b) Nếu hàm số  = (+) nhận giá trị dương và có đạo hàm trên .Ƒ 
thì hàm số y= „“(x) cũng có đạo hàm trên.Ƒ và 
(x“)) = øu“~!(x)w'{x). 
Chứng mình 


a) Với mọi x > Ú, ta có 


Lành = Dài = ehz” (nx“)' =x  (ziInx)'= si =ay TT 


% 
b) Kết luận này suy ra từ a) và quy tắc đạo hàm của hàm số hợp. IR 
Ví dụ 1 

a) (x*.x = (@xy# + x (r9) 


T—] TL —1 
=T1xX XS +x wÌne=x 4 (x+xinn). 
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b) |(Inx)"*? [ = (1+ ý) (na) đãạy= (1+ J2) (mờ), 


H— 


IHÌ| Chứng minh rằng với n nguyên và n < 1 ta có (x")'= nx"~Ì với mọi x # 0. 


CHÚ Ý 
a) Áp dụng định lí trên, ta dễ đàng chứng minh công thức đạo hàm 
của hàm số căn bậc ø sau đây : 
l 
n 1S 

(5) — nÃi „h1 
(với mọi x > 0 nếu 7 chắn, với mọi x # 0 nếu ø lẻ). 
b) Nếu  = (+) là hàm số có đạo hàm trên ./ và thoả mãn điều kiện 
u(x) > 0 với mọi xe. khi ø chắn, „(x) # 0 với mọi x e J khi ø 
lẻ thì 

: H'(%) J 
(9) = ——— (với mọi x e J). 


nÌụ"~!(x) 


Ví dụ 2. ( ŸSin3x )'= (in 3x) COS 3x 


3Äl(sin3x)” ' Ÿ sin” 3x 


|H2| Tìm đạo hàm của hàm số y= Je2* + 1. 


3. Vài nét về sự biến thiên và đồ thị của hàm số luỹ thừa 
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Ở đây, ta chỉ xét các hàm số luỹ thừa 
dạng y = x” với œ# 0 và với tập xác 
định là (0 ; +). 


Từ công thức (x“} = Ý T ta Suy 


ra hàm số y = . đồng biến trên khoảng 
(0 ; +œ) nếu #z > 0 và nghịch biến trên 
khoảng (0 ; +œ) nếu z<0. Hình 2.9 thể 
hiện đồ thị của một số hàm số luỹ thừa 
trên khoảng (0 ; +œ). Hình 2.9 


Nhận xéi. Do lẾ= 1 với mọi # nên đồ thị của mọi hàm số luỹ thừa đều đi qua 
điểm (1 ; 1). 


0âu hủi và hài tập 


57. Trên hình 2.10 cho hai đường cong (C)) 


(đường nét liên) và (C;) (đường nét đứt) 
được vẽ trên cùng một mặt phẳng toạ độ. 
Biết rằng mỗi đường cong ấy là đồ 
thị của một trong hai hàm số luỹ thừa 
| 
y=x7 và y=x 2 (x>0). Chỉ dựa 
vào tính chất của luỹ thừa, có thể nhận 
biết đường cong nào là đồ thị của hàm số 
nào được không ? Hãy nêu rõ lập luận. Hình 2.10 


58. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 


59, 


a) y=(2x+ 1)” ; b) y= NIn°5x ; 
li x\ (a : 
=ả ' —=|Ì— ỚI 
c)y HE : d) y B B với a>0, b>0. 
Luyện tận 


Tính giá trị gần đúng đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm đã cho (chính xác 
đến hàng phần trăm) : 


* 
a) y = loga(sin x) tại x = H : b)y= =ễ tại x = Ì. 
bộ 


60. a) Chứng minh rằng đồ thị của hai hàm số y = đ” và y = B đối xứng với 


nhau qua trục tung (h.2.2 với a = 2 ). 
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b) Chứng minh rằng đồ thị của hai hàm số y = log„x và y= log¡ x đối xứng 
a 


với nhau qua trục hoành (h.2.4 với a = 2 ). 


61. Vẽ đồ thị của hàm số y = logo sx. Dựa vào đồ thị, hãy giải các bất phương 
trình sau : 


a) logosx >0 ; b) —3 <logozx< -]. 
^ ° ° ⁄ * ` ° ..3». ⁄ 
62. Vẽ đồ thị của hàm số y = (J3 . Dựa vào đồ thị, hãy giải các bất phương 


trình sau : 


a) M <1; b) ()} »ã. 


N PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ LÔGARIT 


MA, 


Trên thực tế, nhiều bài toán dẫn đến việc giải phương trình dạng đ” = hoặc 
log„x=_ m, trong đó ø và a là những số cho trước với 0 < ø # 1. Đó là những 
dạng đơn giản của phương trình mũ và phương trình lôgariI. 


Trong bài này, ta vẫn giả thiết z là một số cho trước, dương và khác I. 


1. Phương trình cơ bản 


e Phương trình mũ cơ bản có dạng đa” = m, 
trong đó 7 là số đã cho. Phương trình này 


xác định với mọi x. 

Dễ thấy rằng khi zz < 0, đường thẳng y = ím 
không cắt đồ thị hàm số y= đ”; còn khi „ >0, 
đường thẳng y = m luôn cắt đồ thị hàm số 


y=đ tại đúng một điểm (h.2.11). Do đó 


Hình 2.11 
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Nếu m < 0 thì phương trình đ” = mm vô nghiệm ; 


Nếu z > 0 thì phương trình đ” = z có một nghiệm duy nhất 


x= logưm. Nói cách khác, 


Vm e(0;+œ), a”“=m < x= logư.m. 


Ví dụ 1. a) 3 =9 © x=loga9<> x=2; 
b)10=1 © x=logl & x=0. 
IHÄ| Giải các phương trình sau : 


g]2 =8 ¿ b) eẴ =5. 


e Phương trình lôgarit cơ bản có 
dạng log„x = 7n, trong đó 7 là số 
đã cho. Điều kiện xác định của 
phương trình này là x > 0. 

Dễ thấy đường thẳng y = m luôn 
cắt đồ thị hàm số y = log„x tại 
đúng một điểm (h.2.12). Do đó Hình 2.12 


Với mỗi giá trị tuỳ ý của m, phương trình log„v = 7 luôn có 


một nghiệm duy nhất x = z'”. Nói cách khác, 


Vm e (—œ; +©œ),log„x =m © x=đ”. 


I 
Ví dụ 2. log;x =2 ©x=27 =2; 


0 


lnx=0<ềẰÀx=ece <6€©x=l. 
|H2| Giải các phương trình sau : 
8) logxx=loga5 ; b) logx= —4. 


Từ đó hãy cho biết nghiệm của phương trình log„x = log„p, (p > 0). 
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2. Một số phương pháp giải phương trình mũ và lôgarit 
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a) Phương pháp đưa về cùng cơ số 


Trong bài trước, ta đã biết các tính chất : 


0 aZ =2 © ø=Ø8; 


(Œ) Nếu z >0, >0thì log„z=log,g ©® øœ= Ø. 


Các tính chất đó cho phép ta giải một số dạng phương trình mũ (hoặc phương 
trình lôgarit) bằng cách đưa các luỹ thừa (hoặc các lôgarit) trong phương trình 
về luỹ thừa (hoặc lôgarif) với cùng một cơ số. Sau đây là một số ví dụ. 


Ví dụ 3. Giải phương trình 


œ1 =272%1 q) 
Giải 
Nhận xét rằng ta có thể đưa hai vế của phương trình về luỹ thừa của cùng cơ 
số 3. 
g1+1_22x+1) và 272x+1_ 232x+ 1) 
Do đó 


)_ œ 3#192-33#2+ «-> 2qwx+1)=3(2x+ l) 


© -4x-l=0 © . 


Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = ¬.: 
Ví dụ 4. Giải phương trình 


log;L = logi (x — x- Ì). (2) 

* 3 
Giải 
Điều kiện xác định của phương trình (2) là x > 0 và x+?—x—1>0. 
Với điều kiện đó, do logạL = log¡ x nên phương trình đã cho tương đương 

* 2 
với phương trình 
logix = logi(+f —*x—]) hay Sử =3Ÿ:E 
5 Ữ 


Bởi vậy, ta có thể viết 


x>0 
2 x>Ũ x>0 

(2) <© +x“-x-l>0 << : c>© 5 

2 x=x -x-l xế =2x-l=0 
x=# -x-l 
x>Ũ 
© ©x=1+42. 

x=1+2 hoặc x =1- 2 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x= l + Xô: 
Một bạn giải phương trình logaf = log›5 như sau : Vì loguxf =logax nên 
loguxf = loga5 © logax= logs5 © x=5. 
Lời giải đó đúng hay sai ? 
Ví dụ 5. Giải phương trình 
logz( + 12). log.2 = 1. @®) 
Giải 
Để vế trái của (3) có nghĩa, ta phải có x + 12 >0 và 0<x #z I. Vậy điều kiện 


xác định của phương trình (3) là 0<x #z 1. 


Khi đó, logax # 0 và log2 = , thành thử với điều kiện 0 < x # l, ta có 


— 
log› x 


9) 


Do đó, ta có thể viết 


| | 
@)© 2 loggŒ + 12). TT =1 © logs + 12)= logak ©& x+12=x”. 
2 


x+l2=x x-=x-12=0 x = -3 hoặc x = 4 

(3)< c© c© x=4. 
0<xzl 0<x#zl 0<xzl 

Vậy phương trình (3) có nghiệm duy nhất x = 4. IR| 


Đưa về cùng cơ số là phương pháp rất hay dùng khi giải các phương trình mũ 
và phương trình lôgarit. Nó thường được dùng kết hợp với các phương pháp 
khác mà ta sẽ nêu dưới đây. 

b) Phương pháp đặt ẩn phụ 


Ví dụ 6. Giải phương trình 3“Ý* Ÿ= 3** 2 + 2, 


121 


122 


Giải 
TU 
Ta có thể viết 3215 = 3.3214, 432123, ] . 


x+2 


Vì vậy, nếu đặt y = 3 (với y > 0) thì phương trình đã cho có dạng 3y =y+2, 
hay 3y' —y— 2=. Phương trình này có hai nghiệm y = Ï và y = = , nhưng 
chỉ có y = I là thích hợp. Do đó 


có kON, Sộc 2 Su x+2 


+2 ©= 3 = © x+2=U c©x=-2. 


Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = - 2. 


Giải phương trình 2Y~! +2*~2 +2*~Ö3 = 448 bằng cách đặt ẩn phụ y = 2*73. 


4 


Ví dụ 7. Xét phương trình ————— + ———— 
log› 2x log; x2 


=. (4) 


"n  . Sầm Ên 3 Q0: 6b ở ÂN »z 
Dê thấy điều kiện xác định của phương trình là x >0, x # 5 Và * z 1l. Với 
điều kiện đó, ta có 


6 4 


tớ I+ log›x ý 2log› x 


=3. (5) 


|H5| Giải phương trình (5) bằng cách đặt y = log› x rồi kết luận về tập nghiệm 
của (4). 
c) Phương pháp lôgarit hoá 
Tính chất (1) đã nêu còn cho phép giải phương trình có hai vế luôn dương 
bằng cách lấy lôgarit hai vế (theo cùng một cơ số thích hợp nào đó). Việc làm 
đó gọi là lôgari hoá hai vế của phương trình. 
2 
Ví dụ 8. Giải phương trình 3*L⁄2*“ =8.4*”, 
Giải 
Dễ thấy hai vế của phương trình xác định với mọi + và luôn nhận giá trị 
dương. Do đó có thể lôgarit hoá hai vế theo cơ số 2. Ta có 
2 
3*-1⁄2* =§8.4' "2? <> (x— I)logz3+x“ =loga8 + (x— 2)loga4 
© xˆ—(2- log;3)x + 1 — log;3 =0. 


Phương trình bậc hai cuối cùng có hai nghiệm là x = l và x = I - loga3. Đó 
cũng là hai nghiệm của phương trình đã cho. IR 
Lôgarit hoá là phương pháp khá thông dụng trong việc giải phương trình mũ. 
Khi lôgarit hoá, ta cần khéo chọn cơ số để lời giải được gọn. 

Bằng phương pháp lôgarit hoá, giải phương trình 2*.5* = 0,2.(10*ˆ}, 

d) Phương pháp sử dụng tính đồng biến hay nghịch biến của hàm số 

Ví dụ 9. Giải phương trình 2”= 2 - logav. 

Giải 

Dễ thấy x = 1 là một nghiệm của phương trình đã cho. Ta sẽ chứng minh rằng 
phương trình không còn nghiệm nào khác. 

Thật vậy, điều kiện xác định của phương trình là x > 0, tức là x e (0 ; +). 
Trên khoảng đó, hàm số y = 2” đồng biến trong khi hàm số y = 2 — logax 
nghịch biến. 

Ta xét hai trường hợp : 


- Nếu x> I thì logavx >0 và 2”> 2. Do đó 2 - logax < 2< 2”. Điều đó chứng 
tỏ trên khoảng (I ; + ©), không có giá trị nào của x là nghiệm của phương 
trình đã cho. 


- Nếu 0<x < I thì logạv <0 và 2”< 2. Do đó 2 - logav >2 > 2”. Điều đó 
chứng tỏ trên khoảng (0 ; 1), không có giá trị nào của x là nghiệm của phương 
trình đã cho. 


Tóm lại, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 1. 


0âu hủi và hài tập 
63. Giải các phương trình sau : 
a) (2+ V3)” =2- 43 ; j5 =ih9 
c2.3/?!-—6, 437! _3"=09; d) loga(3Ï + 8)=2+x. 
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64. Giải các phương trình sau : 

a) loga[x(x— l)]|= 1 ; b) logax + loga(x— ]l) = ]. 

65. Trên mặt mỗi chiếc rađiô đều có các vạch chia để người sử dụng dễ dàng chọn 
đúng sóng rađiô cần tìm. Biết rằng vạch chia ở vị trí cách vạch tận cùng bên 
trái một khoảng đ (cm) thì ứng với tần số F = ka" (KkHz), trong đó & và a là hai 
hằng số được chọn sao cho vạch tận cùng bên trái ứng với tần số 53 kHz, vạch 


tận cùng bên phải ứng với tần số 160 kHz và hai vạch này cách nhau 12 cm. 


53 60 80 100 120 140 160 


a) Hãy tính k và zø (tính ø chính xác đến hàng phần nghìn). 


b) Giả sử đã cho #; hãy giải phương trình ka” = F với ẳn d. 


c) Áp dụng kết quả của b), hãy điển vào ô trống trong bảng sau (kết quả tính 
chính xác đến hàng phần trăm) 


là 53 60 S0 100 120 140 160 
đ 


66. Giải các phương trình sau : 
a)2”*!, 5 =200 ; b) 0,125.42*3 =(4\2)". 
67. Giải các phương trình sau : 
a) logax + log¿x = log¡ vã : b) log _c logax. logox = 8. 
2 
68. Giải các phương trình sau : 
a)3"° "+ 18.37* =29; 


* 
b) 27" + 12'= 2.8". (Hướng dẫn : Chia cả hai vế cho 2”* rồi đặt ¿ = §) ¡ 


69. Giải các phương trình sau : 
logax _ logg4x „ 


log^x” — 20I 1=0; b ` 
Độ (NỆ 0logvx + và ° 1og,2x logis8x Ì 


c) logo„27 — loga,3 + logo243 = 0. 
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70. Giải các phương trình sau : 


a) CHỦ = 43 : b) 3?-logạ+ = Slx : 
c) 3". 8”"! =36; đ) xố.5—l98xŠ = 5 7, 
71. Giải các phương trình sau : 
a)2”=3—x ; b) logax = 3 — x. 
N HỆ PHƯƠNG TRÌNH MỠ VÀ LÔGARIT 


 — 2g NNWNNWNNWN 


Khi giải hệ phương trình mũ và lôgarit, ta cũng dùng các phương pháp giải hệ 
phương trình đã học như phương pháp thế, phương pháp cộng đại số, phương 
pháp đặt ẩn phụ, ..... 

Trong phần này, ta chỉ xét một vài ví dụ đơn giản. 

Ví dụ 1. Xét hệ phương trình 


21% =5 
: () 
21121 = 2, 
Đặt  = 2””” và y = 3 (w > 0, y > 0), ta có hệ phương trình 
u+y=5 
2 
l =6. kó 


Dễ thấy hệ (2) có hai nghiệm là (w ; v) = (2; 3) và (w ; v) = (3 ; 2). Các giá trị 
này đều thoả mãn điều kiện  > 0 và y > 0. Do đó, ta phải giải hai hệ phương 


trình sau : 
2x+y = 2 
@) 
3' =3, 
2x = 3 
(4 
3=. 
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x+y=l x=0 
Ta có (3) © =: 


y=il y=l. 


|H1[ Tiếp tục giải hệ (4) và kết luận về nghiệm của hệ (1). 


Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 


lã y_2# _2lty (Ø 
log› x.(logx y — Ù = 4. 
Giải 
Trước hết, ta xét phương trình thứ nhất trong hệ (5) : 
22 +27=2113, (6) 


Nhân hai vế của phương trình (6) với 2”, ta được phương trình 27Œ~*)+2*~* =2, 
Đặt 2Ý" =¿ (>0), ta được phương trình / + ¡ - 2 = 0; phương trình này có 


hai nghiệm là / = 1 và  = —2, trong đó chỉ có nghiệm / = l là thích hợp. Vậy 


e2” =l-e<¿z-zss0x 3šy 
Đem kết quả này thế vào phương trình thứ hai của hệ (Š), ta được 


lš log› x — ) logax =4 © (logax) — 2log2x — =0 


2 
-2 I 
log› x = 4 x=9! s1 G 
.. ' _. - lỆ HD 
Kết luận : Hệ (Š) có hai nghiệm là (x ; y) = 1 : 1 và (x; y) = (16; 16). 
xy=l 
[H2] Giải hệ phương trình 4ˆ, : 
log“ x+ log“ y =2. 
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72. a) 


73. a) 


74. 


To: 


76. 


T1. 


78. 


1y 


0âu hủi và hài tập 


Giải các hệ phương trình (bài 72 và bài 73) : 


x+y=20 
log;x + loguy = I+logr9; 


lt =1152 
a 


log (+ y) =2; 


x+y=I 
4 7+4” =0,5. 


b) l - 
logz(x + y)— loga(x - y) = Ï. 


Luyện tận 


Giải các phương trình (từ bài 74 đến bài 78) : 


a) loga(3 — x) + loga(1 — #) = 3 ; 


c) 7logx — slogx+l _ slogx-l 3 7logx-l s 


a) loga(3” — ]). loga(4'7 Ì —3)= 12 ; 


C) 5Jlog;(—x) = log› vJx2 : 


| I I 
a4 1+6 =9", 


c) 3/Og2x — logs8x+l=0; 


a) 2sin” x + 4.2°0)x_— 6 : 


a) B =x+4; 


Giải các hệ phương trình : 
3.2”+2.3” = 2,75 
a) 
2'—3” =-0,75; 


b) loga(9 - 25 = 109883), 
d) & + 6**! - 2# #ý 2x11 2x12 


b) log, ¡4 =1 + loga(+x- ]); 


l l 
logax+>= logax—> 


d) 3 z+3 _ 


` 


b) 4lnx+ 1L — "+ 3. aInx”+2 =Ũ : 


2 
đ) log? (4x) + logs & =8, 
b 


1 


b) A4312cos2x = 1.Al+cos2x 1 TÌG 


b n x + logs7.log; y = lI + logs2 


3 + loga y = log¿ 5(I + 3logs x). 
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O BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ LÔGARIT 


se Khi giải các bất phương trình mũ và bất phương trình lôgarit, cần nhớ 
rằng các hàm số y = đ” và y = log„x đồng biến khi z > 1 và nghịch biến khi 
0<a <fl. 

Sau đây, ta xét một số ví dụ đơn giản. 

Ví dụ 1. Giải các bất phương trình sau : 

a) 2x†+2_ axt3 tt +1 ~a tt : b) Q* cÕ: 32*⁄+ 3. 

Giải 

a) Ta biến đổi bất phương trình đã cho như sau : 

2x†2_ 2x+3 _2#†14v- sx+ l... S3 G c> 4) -Ø cà > sx+1q _ 5) 


x 
cá 5.0 0 se, dJ VU ca (0X co S B <1 


x 
© x >0 (do tính nghịch biến của hàm số y = §) ). 


Kết luận : Tập nghiệm của bất phương trình đã cho là S = (0 ; +). 
b) Do 9” = 5” nên khi đặt £= 3”, ta được bất phương trình È'+x0f<3< Ú. 
Bất phương trình này có nghiệm là —1 < 7< 3 nên 

X bo # ch # 
Mu g3 n6) <6 : s3 <3 éj txl 

3'<3 

(do 3Ý > 0 > —1 với mọi x và tính đồng biến của hàm số y = 3). 
Vậy bất phương trình đã cho có tập nghiệm là (—œ ; I). 


C?” tho EPd đi 


IH1| Giải bất phương trình 5 
e Đối với các bất phương trình lôgarit, ta phải đặc biệt chú ý đến điều kiện 


xác định của bất phương trình. 


80. 
81. 


Ví dụ 2. Giải bất phương trình 

logas(4x + 11) < logo sQ + 6x + 8). () 
Giải 
Điều kiện xác định của bất phương trình (1) là 4x + I1 >0 và xÝ+6x+8 >0. 
Với điều kiện đó, do tính nghịch biến của hàm số lôgarit cơ số 0,5, bất 


phương trình (1) tương đương với 4x + 11 > x” + 6x + 8. Bởi vậy, ta có thể viết 


4x+1l1>0 


2 x +6x+8>0 
( © 4x ^+6x+8>0 


: 4x+1l>x?+6x+8. 
4x+ll>x“+6x+8 


Giải từng bất phương trình : 
x+6x+8 >0 ©x<-4 hoặc x >— 2; 
4x+l1l>x"+6x+8 @ x7 +2x-3<0 © -3<x<1l. 


Các giá trị của x thoả mãn đồng thời cả hai bất phương trình trên là x e (—2 ; l). 


4 3 2 1 


Vậy tập nghiệm của bất phương trình (1) là 9= (—2 ; 1). 
|H2| Giải bất phương trình log¡ (x + 1) > loga(2 — x). 
3 
Câu húi và hài tận 


Giải các bất phương trình sau : 


HP rời: b) 16” >0,125. 
a) logz(3x— 1)< l; b) log;(Sx—I)>0; 
3 
à—- _.- I-2* 
c) logo s(X— 5x+6)>— 1; đ)logạ—— “^^ <0. 


* 
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82. 


83. 


84. 


85. 


9ó. 


87. 
88. 
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a) logasx + logosv—2<0; b)2*+2*!!T~3<0.' 


a) loggj(X” + x =2) >logo,i(x +3) ; 


b) logi(x” — 6x + 5) + 2loga(2 — x) > 0. 


ˆ 


0âu hủi và hài tập ôn tập chương II 


So sánh p và q, biết : 
2 P 3 mi 
95) *Ù] : 
2q 2 p~24 
1 7 2 
2s ch : = — . 
am <|TŸ »(1Ï‹f) 


Cho x < 0. Chứng minh rằng 


-1+ajl+z(2ˆ si), _. 


l4 j ti n2): ch . 


Ạ 
Tính 
23 5| 4 
a)A = 02logs4+4logst 2 ` b) B = lOE„ “RE DAI 
la 


ề 


c) C= logs logs XÑ| .../5 . 
la 


n dấu căn 


Chứng minh rằng log;3 > loga4. 


Gọi c là cạnh huyền, ø và b là hai cạnh góc vuông của một tam giác vuông. 


Chứng minh rằng 


logry,„4+log._,a= 2log,„4.lOg,_p đ. 


: ò l _. ¿ 
89. Chứng minh răng hàm số y = In Tn thoả mãn hệ thức xy' + 1 = £”. 
X 


X 
(⁄2] 
In2 

của (G) tại A cắt trục hoành tại điểm Ö. Tính giá trị gần đúng của diện tích của 


90. Giả sử đồ thị (G) của hàm số y = cắt trục tung tại điểm A và tiếp tuyến 


tam giác ÓAB (chính xác đến hàng phần nghìn). 


91. Kí hiệu #⁄ là một điểm thuộc đồ thị của hàm số y = log„x. Trong hai khẳng 
định z > I và 0 < z< 1, khẳng định nào đúng trong mỗi trường hợp sau 2 


Vì sao 2 
a) M có toạ độ (0,5 ; —-7) ; b) M có toạ độ (0,5 ; 7); 
c) Mí có toạ độ(3 ; 5,2) ; d) Mí có toạ độ (3 ; — 5,2). 


92. Các loài cây xanh trong quá trình quang hợp sẽ nhận được một lượng nhỏ 
cacbon 14 (một đồng vị của cacbon). Khi một bộ phận của một cái cây nào đó 
bị chết thì hiện tượng quang hợp cũng ngưng và nó sẽ không nhận thêm 
cacbon 14 nữa. Lượng cacbon 14 của bộ phận đó sẽ phân huỷ một cách chậm 
chạp, chuyển hoá thành nitơ 14. Biết rằng nếu gọi PŒ) là số phần trăm 
cacbon 14 còn lại trong một bộ phận của một cái cây sinh trưởng từ / năm 
trước đây thì PŒ) được tính theo công thức 

f 


P() = 100.(0,5)5750 (%). 


Phân tích một mẩu gỗ từ một công trình kiến trúc cổ, người ta thấy lượng 
cacbon 14 còn lại trong mẩu gỗ đó là 65%. Hãy xác định niên đại của công 
trình kiến trúc đó. 


93. Giải các phương trình : 


+x+5 x+l7 
a2 0251287774 b) 51=1022-1,1. 
c) 4* —3x-0.5 = 3x+0,5 _22xl : đ) choÊÊ 8 = Á. 25135 + 28 — 2log› XD, 


94. Giải các phương trình : 
8) lG83(Iog2 „ x—3l0gos x + $] =2; b)loga(4.3Ï-6)— loga(9 —6)= 1; 


131 


©)1— 2 logOx~ D)= 2 log& =9); đ) clogg@r~2)— 2 = log Vầx - Š. 
8 
95. Giải phương trình 
45-3 =1, 


96. Giải các hệ phương trình : 


8) 4 logx — log4 Tì 


log2(x — y) = 5 — loga(x + y) 2log; x — 3” = 15 
b) : 


3.log; x = 2loga x + 31, 


Tz 


logyT—- log3 _- 
97. Giải các bất phương trình : 
I- logxx lÏ x+1 X 
————Š~: b)l ” =36”Ì>-—2 ; 
VI ) ấp li 361)>~2 ; 
5 


c) logi(x2 — 6x + 18) + 2logz(x — 4) < 0. 
5 


Bài tận trác nghiêm khách quan 
Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 
98. Giá trị biểu thức log; 36 — log› 144 bằng 
(A)-4; (B)4; (Ó—2; (D) 2. 
99. Biết log, v2 = 2 thì log¿ ø bằng 
(A)36; (B) 108; (Œ6; (D)4. 
100. Tập các số x thoả mãn logg(x — 4) +1 > 0 là 


(A)(4;+x);  (B)(4;6,5); (© (œ;6,5);  (D) [6,5;+œ). 


4x 3 2—x 
101.Tập các số x thoả mãn B < ] là 


2 Bê 2 ấu 
(A) [—= 3| ;  (B) |~ãr£m) ;  (CŒ) KH ; (D) l22] : 
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102.Giá trị biểu thức 3logạ¡ 10” bằng 


(A) 0.8; (B) 7,2; () = (D) 72. 
103.Giá trị biểu thức (0,5) logs 25 + log›(1,6) bằng 
(A)1; (B)2; (32 (D) 5. 


logs240 log; l5 


104.Giá tri biểu thức 
: logz;s2  logso2 


+ logs l bằng 


(A) 4; (B) 3; (O1; (D) - 8. 
2x-I 3 2—x 
105.Tập các số x thoả mãn B < B là 


(A)I3;+œ);  (B)Cœ;l]; ([1;+œ); — (D)(Œœ;—ø). 


106. Đối với hàm số ƒx) = e°°, ta có 


' v3 = v3 
ĐC ba Ø: é th D5 A2 s 
œ r|§]=+ : ® /|§] _AH- 
(C) r[§]=#*¡ (Ð) r[§]=-%: 
107. Đối với hàm số y = ln ` „ fa CÓ 
x+Ï 
(A) xy+l= e€”; (B) y'+l=-e” ; 
(C) xy—-l= €”; (D) xy'— 1 =-—eỲ. 


108. Trên hình 2.13, đồ thị của ba hàm số 
y=a'`,y=b vày=c" 
(a, b và c là ba số dương khác I cho trước) 
được vẽ trong cùng một mặt phẳng toạ độ. 
Dựa vào đồ thị và các tính chất của luỹ 
thừa, hãy so sánh ba số a, b và c. 


(A) a>b>c; (B)a>c>b; 
() c>b>a; (D)b>ec>a. 


Hình 2.13 
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109. Trên hình 2.14, đồ thị của ba hàm số 


y =log„x, y =log,x và y = log.x 
(a, b và c là ba số dương khác I cho trước) được vẽ trong cùng một mặt 
phẳng toạ độ. Dựa vào đồ thị và các tính chất của lôgarit, hãy so sánh ba số đ, 


b Và c. 

(A) a>b>c : (B)c>a>b; 

(C) b>a>c ; (D)c>b>a. 
110. Phương trình log¿ 4x - log, 2 = 3 

có bao nhiêu nghiệm ? 

(A) 1 nghiệm ; (B) 2 nghiệm ; 

(©) 3 nghiệm ; (D) Vô nghiệm. 


Hình 2.14 
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NGUYÊN HÀM 


_—đẼỀYỀỆỀỆ ậNNậNNEN 


1. Khái niệm nguyên hàm 
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Bài toán mở đầu. Vận tốc của một viên đạn được bắn lên theo phương thẳng 

đứng tại thời điểm ứ là v () = 160 — 9,8 (m/S) (coi / = 0 là thời điểm viên đạn 

được bắn lên). Tính quãng đường đi được của viên đạn kể từ khi bắn lên cho 

đến thời điểm ¿. 

Gọi s() là quãng đường đi được của viên đạn sau khi bắn được í giây. 

Ta đã biết v() = s'(). Do đó ta phải tìm hàm số s = s() thoả mãn điều kiện : 
#) = 160 —9,8/. 

Nhiều vấn đề của khoa học và kĩ thuật đã dẫn tới bài toán sau đây : 

Cho hàm số ƒ xác định trên K, ở đó K là một khoảng, một đoạn hoặc một nửa 

khoảng nào đó. Hãy tìm hàm số F sao cho F0 = (*) với mọi x thuộc K. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số ƒ xác định trên K. Hàm số #Ƒ được gọi là nguyên hàm 
của ƒ trênK_ nếu Ƒ +) =ƒ(+) với mọi x thuộc K. 


CHÚ Ý 
1) Trong trường hợp K =[a; b|, các đẳng thức F2) = ƒ(4), 
Ft®Đ) = ƒ(b) được hiểu là 

F(+x) : (a4) 


lì 
x>a* 


= ƒ(4) và lim TÔ Vi = ƒQ@). 
x>b" x—b 

2) Cho hai hàm số ƒ và #' liên tục trên đoạn [z; b]. Nếu # là nguyên 

hàm của ƒ trên khoảng (z; b) thì có thể chứng minh được rằng 

Fa) = ƒ(a) và F'(b) = ƒ(b), do đó F cũng là nguyên hàm của ƒ 

trên đoạn [a ; b]. 


Ví dụ 1 
3 
a) Hàm số #(+x) = _ là nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = x7 trên IR vì 


x 
ì= x7 với mọi x e l8. 


b) Hàm số # (z) = tanx là nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = trên khoảng 


COS *X 


ch ta sói 2| 
2'2 — €OS2X 2'27 
c) Hàm số Ƒ (x) = v là nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = !x trên nửa 


khoảng [0O ; +œ)vì Ƒ!{x) = Ýx với mọi x e (0;+œ) và cả hai hàm số ƒ và F 
đều liên tục trên [0 ;+œ). 


|H1| các hàm số H(x) =—2cos2x và Fạ(x)=—2cos2x+2 là những nguyên 


hàm của hàm số nào ? 


ĐỊNH LÍ 1 
Giả sử hàm số F_ là một nguyên hàm của hàm số ƒ trên K. 
Khi đó 


a) Với mỗi hằng số Œ, hàm số y = (+) + Œ cũng là một 
nguyên hàm của ƒ trên K. 


b) Ngược lại, với mỗi nguyên hàm G của ƒ trên K thì tồn tại 
một hằng số Œ sao cho G (+) = F (+) + với mọi x thuộc K. 


Chứng mình 

a) Giả sử ỞG (x) = F (+) + Œ. Khi đó G'(3) = F'(+) =ƒŒ). 

b) Đặt H(v) = G(x)-F (@®), ta có H(x) = G') -F (z) =ƒŒ) -ƒ(z) = Ú với 
mọi x e K. Vậy H là hàm số không đổi trên K, tức là (+) = C với C là một 


hằng số. Suy ra G(x) = F(x) + với mọi x e K. IN 
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Ví dụ 2. Tìm nguyên hàm #ˆ của hàm số ƒ(%) = 3x7 trên IR thoả mãn điều 


kiện F(1) = -I. 
Giải. Dễ thấy y = xŸ là một nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = 3x7 nên nguyên 
hàm # cần tìm có dạng (+) = x CC, 
Vì F(1)=~—1 nên 1Ÿ + =-1, suy ra C=-~2. Vậy F(®)= x)—2. 
e Từ định lí 1 ta thấy nếu # là một nguyên hàm của ƒ trên K thì mọi nguyên 
hàm của ƒ trên K đều có dạng F(+x) + C với CeR. Vậy Ƒ(x)+(CŒ, CeR 
là họ tất cả các nguyên hàm của ƒ trên K. 
Họ tất cả các nguyên hàm của ƒ trên K được kí hiệu là | ƒ(z)dx. Vậy 

[ƒ@œ)dx = F@) + C, C cTR. 
Người ta cũng dùng kí hiệu | ƒ(z)dx để chỉ một nguyên hàm bất kì của ƒ. 
Vậy 

([Z(ðwx}' = ƒ@). 
(Về kí hiệu | ƒ(z+)dx xem bài Em có biết : "Nguồn gốc của kí hiệu nguyên 
hàm và tích phân" tr. 157). 


e Người ta đã chứng minh được rằng : Mọi hàm số liên tục trên K đêu có 
nguyên hàm trên K. 

e Từ đây, trong các bài toán về nguyên hàm của một hàm số, nếu không nói gì 
thêm, ta luôn giả thiết rằng hàm số đó là liên tục và nguyên hàm của nó được 
xét trên mỗi khoảng (nửa khoảng, đoạn) xác định của hàm số đó. 


2. Nguyên hàm của một số hàm số thường gặp 


Bài toán tìm nguyên hàm là bài toán ngược với bài toán tìm đạo hàm. Việc 
tìm nguyên hàm của một hàm số thường được đưa về tìm nguyên hàm của các 
hàm số đơn giản hơn. Sau đây là nguyên hàm của một số hàm số đơn giản 
thường gặp. 
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Ù) Jidxt=€£, |dx= [1dx =x+C; 


TÌ 
xữ 


2) 3 nan (œ #-l); 


3) [ca =Inlyl+€ ; 


4) Với & là hằng số khác 0 


a) [ sin ky dy = —=~= +C; 


b) [coskx dy = mm +C; 


e# 


c) [e“dx =—— +C: 


Xx 
đ) [z'dx=—+C (0<a#1); 
lna 


5)a) : dx =tanx +C; 
COS“ x 


b) ƒ _ dx =~cotv + C. 
S1" x 


Ta dễ dàng chứng minh các công thức trên bằng cách tính đạo hàm vế phải. 
Chẳng hạn, vì (“) = coskx nên ta có công thức 4) b). 
Ví dụ 3 


a) [2x = xi +. 


Đua 3 
3 XS” x? 2 
b) [Nxdx = [x”dx =7 +C=TS-+C=Š Ă Hết 
¬=+Ì 2 
sin ` 
_. Jn ..: 
c) [cos5 dx = T = 2sin2 +. 
2 
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1 
Tìm a) | —dy ; b) |sin2xdv. 
HÌm 2ƒ 
3.. Một số tính chất cơ bản của nguyên hàm 


ĐỊNH LÍ 2 


Nếu ƒ, ø là hai hàm số liên tục trên K thì 


4) [Iƒ@) + sG)]dx = [ƒ@)dx + | g(+)dx; 


b) Với mọi số thực k # Ö ta có 


[ưe@dx = kƑƒ()dx. 


Chứng minh. a) Ta cần chứng tỏ rằng vế phải là một nguyên hàm của ƒ + ø. 
Thật vậy ta có 


([Z@ðwx + [szằ@oax)' = ([Z@0áx)*+ ([sGodx)! = ƒG) + sÓ0. 
b) Chứng minh tương tự. L 


Dựa vào nguyên hàm của các hàm số thường gặp và vận dụng hai định lí trên 
ta có thể tính được nguyên hàm của nhiều hàm số khác. 


Ví dụ 4. Tìm 


N 3 
=#==lãy? 
5Š ĐỀN 
b) J&-D@ +33)4x; 
©) | sin xdx. 
Giải 
. 2 
9l[Ÿ+‡ ủx =[ Tdr+[ ủy 
1 1 


=5jx d+2Íx “dr= 


=23) +4Ýx +. 


S 2 
nã +4x°+€ 
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b) Ƒ& —1)(xf +3x)dx = liệc —x* +3x2 -3x)dx 


= [x dx— | x” dx + [3x dx— |3x dx 


= +# +. 


^a 
Cn 
lo) 


c) [sin? xdx = [——S”“ 4x = 2 [dx — 2 cos2xdx = ` gU ớt +C. 


5¿ 2 2 2 4 
Tìm 


a) J@Ì+2”-2&x ; b) [co xảx. 


._ Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 


a) ƒG)= 3 +: b)ƒ@) = 2xÄ—5x+7; 
l l _ 
© ƒ@)=--x ng: đ/6)=xỞ; e) ƒ(+) = 107". 
x 
‹ Tìm 


k 


3) [(x + Ÿx)dk ; ÿjD ` bị 
x* 


;Ý : l+cos4x 
c) [4sin VAO Sê= d) |—=—w: 
._ Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây : 


Nguyên hàm của hàm số y = xsinx là 


(A) x”sins + € h (B) -xcosx + C ; (C) —xcos x + sinx + Œ. 
._ Khăng định sau đúng hay sai ? 


Nếu ƒ(@) =(1- x)' thì [Z@0dx =-Yx+C. 
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MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÌM 
N NGUYÊN HÀM 


4 6ổéïỀNNNWNNậRRKNN 


1. Phương pháp đổi biến số 
Cơ sở của phương pháp đổi biến số là định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho hàm số w = (+) có đạo hàm liên tục trên K và hàm số y = ƒ(w) 
liên tục sao cho ƒ[„(+)} xác định trên K. Khi đó nếu # là một 


nguyên hàm của ƒ, tức là |Zuðdu = F(u) + C thì 


[7G)lw'G0dx = F[u()] + C. q) 


Chứng mình 
Theo quy tắc tính đạo hàm của hàm số hợp, ta có 
(F[u(z)] + C)' = F'JuG@)]u'GO = ƒ[m@G)]u'). 
Vậy ta có (1). LH 
CHÚ Ý 
Trong thực hành, ta thường viết tắt Ƒ[„(+)] là F() ; ƒ[uCO] là f2) 
và coi du là vi phân của hàm số  = (x) (nghĩa là du = du(3) = (+)dx). 
Khi đó, công thức (1) được viết như sau : 
[Z[~G0]z'Gðax = [ ƒ[z@)]déG9 = [ ƒ@) du 
= F() + C = F[u(@)| + C. (2) 


Ta nói đã thực hiện phép đổi biến  = „(x). 


Ví dụ 1. Tìm | (2x + 1Ð d. 
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Giải. Ta có (2x + 1) dx= sa +1)Ỷ(2x+ Iÿdx= 20x +1)!d(2x + 1). 
Đặt  = #(x) = 2x + l. Áp dụng công thức (2), ta có 
TỶ... 4 "1313... 
[@x+Ð dx = [22x + D) d@x + 1) = [zu du = „Ỉu du 


"1 — Ì 5 
Bi ð hổ 1.5  :0) +(C. 


IH1| Tim | 2x(x2 +1 dy. 
z 2x 
Ví dụ 2. Tìm |-——=+%- 
\x? +4 
Giải. Ta có 
2xdx  _ (x°+4)' 
x2 +4 Ñx? +4 


Đặt „ = #7 +4» Áp dụng công thức (2), ta có 


1 
dx =(x2 +4) 3d(x 7 +4). 


I 1 
dx= J@ˆ +4) 3d? +4) =|u 3 dụ 


ƒ 2x 
Ỷ #7” HEỢ 


2 2 
..a ".. R 
n. +0 Si niỤt +4) +(C. 
Ví dụ 3. Tìm | cos (7x + 5)dừ. 
Giải. Ta có 


cos(7x + 5)dx = 2cosx + 5)(7x +5) dx = 0x7 + 5)d(7x + 5). 
Đặt  = 7x + 5. Công thức (2) cho ta 
[cos7x + 5dx = _. +5)đŒx + 5) = Í C0srdu 


= „sïnw +C= .. +5)+C. 


ệ sin+x 
Ví dụ 4. Tìm | ©  cosxdv. 
Giải. Ta có 
e""*cosxdx = e*"*d(sin x). 
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Đặt  = sinx. Công thức (2) cho ta 
Jem cosxdx = Jem d(sinx) = ịỊe= dự =e"” +C= eŸ +C, 


|H2| Tìm [mm dừ. 


Phương pháp lấy nguyên hàm từng phần 
Cơ sở của phương pháp lấy nguyên hàm từng phần là định lí sau đây. 
ĐỊNH LÍ 2 


Nếu u, v là hai hàm số có đạo hàm liên tục trên K thì 


[m@'œ)dx = (x)V(#) — [y0 '(x) da. 


Công thức trên gọi là công thức lấy nguyên hàm từng phần (gọi tắt là công 
thức nguyên hàm từng phần) và được viết gọn dưới dạng 


liệu = IV - |ydu. 
Chứng mình 
Ta cần chứng tỏ vế phải là một nguyên hàm của „y"'. Thật vậy 
(uGw) ~ [vG0w'G0dy)! = nay !G) + vG9'0 = ([vG9ø1)dv)! 
= (x)Yy'(z) + v(#)w'(x) — v(x)w'(#) = w(x)v'(x). L 
Ví dụ 5. Tìm [xeo xdr. 
Giải 
Đặt (+) = +x, v!+x) = cosx. Khi đó (+) = I, v(x) = sinx (chỉ cần lấy một 
nguyên hàm của 9'). Theo công thức nguyên hàm từng phần, ta có 
[xcosxdx =x SIn* -[sinxdx = x sInx + cosx + Œ. 
Ví dụ 6. Tìm nguyên hàm của hàm số y = Ïn x. 
Giải 
Đặt w = „(x) = lnx, dy = dy. Khi đó du = nh y=y(x)= x. Theo công 
# 


thức nguyên hàm từng phần, ta có 


[mxa =alnr =[x.. dh = xInv — [dx =xÏnyv—- x+€. 


|H3| Tim nguyên hàm của hàm số ƒ(x) = .. 


(Hướng dẫn. Đặt u(x) = c v'(@x) =e2*). 


_.` 2m ` ` m _` 
0âu hỏi và hài tận 
5.. Dùng phương pháp đổi biến số, tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 


9x7 


XE, (Hướng dẫn. Đặt u = 1 — x)): 
| 


a)ƒ()= 


l—x 


b)ƒ(@&) = . (Hướng dân. Đặt u = 5x + 4) ; 


c)ƒ@)= xÑ1- x7 (Hướng dẫn. Đặt u = 1— x”): 


d)ƒ@)= —— . (Hướng dân. Đặt u = 1 + ^|x ). 


vxq +»)? 


6. Dùng phương pháp lấy nguyên hàm từng phần, tìm nguyên hàm của các hàm 
SỐ sau : 
a)ƒ()= xsins ị b)ƒ@œ)= X7 COSY ; 
c)ƒ@) = xe”; đ) ƒ(x) = xÌIn(2x). 
Luyện tập 
Tìm nguyên hàm của các hàm số sau : 
7. a)ƒ@)= 3x\7-— 3x7 ; b)ƒ#Œ) = cos(3x + 4) ; 
l 
©ƒG)=————— : đ)ƒ@) = sin ` cosŠ. 
cos (3x + 2) Và 
HT: II 
8. a)ƒ(x)= #[Z —1) : b)ƒ(+) = ——sIn—cos— ; 
18 xk. xX x 
c)ƒ@) = xe” ; ĐƒG) = cv”, 
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9, a)ƒ(x)= X” COS2Y ; b)ƒ@)= Ax Iny; 


§ 


©) ƒ(x) = sin' xcosx ; đd) ƒ(w) = xcos(x7). 


5 TÍCH PHÂN 


MGUAU 75 


1. Hai bài toán dẫn đến khái niệm tích phân 
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a) Diện tích hình thang cong 

Cho hàm số y = ƒ(3) liên tục và lấy giá trị dương 
trên đoạn [z ; b]. Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 
hàm số y =ƒ(x), trục hoành và hai đường thăng 
x=a,x= b được gọi là hình thang cong (phần tô 
đậm trong hình 3. I). 


Bài toán đặt ra là tìm công thức tính diện tích 


Hình 3.1 


của hình thang cong. 
Bài toán Ï 
Cho hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số y = ƒ(+), trục hoành và hai 
đường thắng x = ø, x =b (#< b). Giả sửƒ là hàm số liên tục, đồng biến và 
nhận giá trị dương trên đoạn [z ; b]. Chứng minh rằng diện tích Š của hình 
thang cong đó là 

$ = F(b) - F(a) 
trong đó # là một nguyên hàm bất kì của ƒ trên đoạn [ø ; b]. 
Chứng mình 
Kí hiệu S(x) (œ<x< Ð) là diện tích hình thang cong giới hạn bởi đồ thị 
hàm số y = ƒ(x), trục hoành, đường thẳng x = z và đường thẳng đi qua 


điểm x trên trục hoành và vuông góc với trục hoành (h.3.2). Như vậy, ta có 
một hàm số y = Š(x) xác định trên đoạn [zø ; b]. 


Trước hết, ta chứng minh y = S(+) là một nguyên hàm của hàm số y = ƒ(%) 
trên đoạn [ø ; b]. Thật vậy, giả sử xạ là một điểm tuỳ ý cố định thuộc khoảng 
(a; b). Xét điểm x e (xạ ; b] 


Khi đó S(x) — S(%g) là diện tích hình thang cong MNE@ (h.3.3). 


Hình 3.2 Hình 3.3 


Do ƒ là hàm đồng biến nên hình thang cong MNEO nằm trong hình chữ nhật 
MNEF và chứa hình chữ nhật MNPO. Vậy 


SMNPQ Š SMNEO Š SMNEF 
tức là ƒŒG@q)( - xạ) < 5(3) - S(%ạ) < ƒ(+)(x - xạ), 
suy ra ƒGạ)< TH < ƒ(@. () 
Vì lim ƒ(z) = ƒ(xạ) nên từ (1) người ta chứng minh được 
X->*g 


5Œ) - So) 


lim ——————— = ƒ(q). 
x—>X X —=*g 
Tương tự với x e[#; xạ), ta cũng có lim ĐÀ 2)DMi Su DJ = ƒGq). 
x->1g —'g 
-_ 4 S(X)— Š(X : 
Vậy lim SÓ —Ÿ TU” = ƒCọ) hay S'Gọ) = ƒGụ), 
x->*%g *0 


Vì xẹ là tuỳ ý thuộc (2;), nên suy ra S(*)= ƒ(x) với mọi +x e (;Ù). 
Tương tự, ta có : Š2)= ƒ(),S'(b)= ƒ(b). Vậy hàm số y = S(x) là một 
nguyên hàm của ƒ trên đoạn [z ; b]. Thành thử tồn tại hằng số C sao cho 
S(3) = F(+) +(C. 
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Dễ thấy S = S(0) — S(4). 
Do đó § = %(b) - S(4) = (F@Œ) + €) - (F(4) + CC) = F@) - F(4). IR| 
IHÌ| Tính diện tích hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số y = x`, trục hoành 
và hai đường thẳng x = I ; x = 2. 
b) Quãng đường đi được của một vật 
Bài toán 2 
Giả sử một vật chuyển động có vận tốc thay đổi theo thời gian, y = ƒ) (0 << 7). 
Chứng minh rằng quãng đường L vật đi được trong khoảng thời gian từ thời 
điểm  = a đến thời điểm /= b(0<ø<b<7) là 

L=F(0) - FQ@), 
trong đó #ˆ là một nguyên hàm bất kì của ƒ trên khoảng (0 ; 7). 
Chứng mình 
Gọi s = s) là quãng đường đi được của vật cho đến thời điểm . Quãng đường 
vật đi được trong khoảng thời gian từ thời điểm / = z đến thời điểm ¡ = b là 
L=s(b) - s(a). Mặt khác, ta đã biết s (7) = ƒŒ), do đó s = s() là một nguyên 
hàm của ƒ. Thành thử, tồn tại hằng số C sao cho s() = F0) + C. Vậy 


L= s(b) —s(a) = [F@) + C] - |F(a) + C] = F(b) - F(). L 
Khái niệm tích phân 


Trong khoa học và Kĩ thuật, có nhiều đại lượng quan trọng được biểu thị bằng 
hiệu Ƒ(0) — F(4) trong đó # là một nguyên hàm của hàm số ƒ nào đó. 


ĐỊNH NGHĨA 


Cho hàm số ƒ liên tục trên K và z2, Ð là hai số bất kì thuộc K. Nếu 
F là một nguyên hàm của ƒ trên K thì hiệu số 

F()- F() 
được gọi là tích phân của ƒ từ z đến ở và kí hiệu là 


b 
| ƒ(x)dx. 


b 
Trong trường hợp a < b, ta gọi | ƒ(x)dx là tích phân của ƒ trên đoạn [a ; b]. 


a 


b 

|H2| Chứng minh rằng | ƒ(+)dx là một số không phụ thuộc vào việc chọn nguyên 
ạ 

hàm Fˆ nào trong họ các nguyên hàm của ƒ. 


b NÓ b) * ⁄ & 
Người ta còn dùng kí hiệu # GÌ, đề chỉ hiệu số Ƒ(b) — F(a). Như vậy nếu 


Ƒ là một nguyên hàm của ƒ trên K thì 


b 
[7Z@0dx = F@)j,. 


Vì | ƒ(z)dx là một nguyên hàm bất kì của ƒ nên ta có 
b 


[reo =([Z@w)|. 


a 


Người ta gọi hai số ø, Ð là hai cận tích phân, số a là cận dưới, số b là cận trên, 
ƒlà hàm số dưới dấu tích phân, ƒ(©)dx là biểu thức dưới dấu tích phân và x là 
biến số lấy tích phân. 
CHÚ Ý 
Đối với biến số lấy tích phân, ta có thể chọn bất kì một chữ khác 
thay cho x. Chẳng hạn, nếu sử dụng chữ í, chữ ¡,... làm biến số lấy 
tích phân thì 


b b 
| ƒ0)dr, | ƒ(w)du,... đều là một số và số đó bằng F@) — F(4). 
a a 


rÌ 5 5 
Ví dụ 1. J = In(lxl) Ì = In5 — In3 = Ins ; 
Á) 


¡ 1 x? 4 
Jx+~la= —— +Inl|x =6+In2. ' 
X 2 2 
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Với định nghĩa tích phân, bài toán 1 có thể phát biểu lại như sau : 
Cho hàm số y = ƒ{x) liên tục, đồng biến và nhận giá trị dương trên đoạn [ø ; b]. 


Khi đó diện tích § của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số y = ƒf+), trục 


b 
hoành và hai đường thẳng x = z, x = b là § = [Z@ da. 


a 


Tổng quát, người ta chứng minh được 


ĐỊNH LÍ 1 


Cho hàm số y = ƒ(3) liên tục, không âm trên đoạn [z ; b]. Khi 
đó diện tích S của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị hàm số 
y =ƒŒ), trục hoành và hai đường thăng x = a, x = b là 


b 
$= [Z@dx. 


Một vật chuyển động với vận tốc thay đổi theo thời gian v = ƒ(:). Chứng minh 
rằng quãng đường mà vật đi được trong khoảng thời gian từ thời điểm a đến thời 


b 
điểm b là | ƒ0)úi. 
/⁄) 


Ví dụ 2. Một ôtô đang chạy với vận tốc 20m/s thì người lái đạp phanh (còn 
nói là "tháắng"). Sau khi đạp phanh, ôtô chuyển động chậm dần đều với vận tốc 
vữ) = —40/ + 20 (m/s), trong đó / là khoảng thời gian tính bằng giây kể từ lúc 
bắt đầu đạp phanh. Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ôtô còn di chuyển 
bao nhiêu mét ? 
Giải. Lấy mốc thời gian là lúc ôtô bắt đầu được phanh. Gọi 7 là thời điểm ôtô 
dừng. Ta có (7) = 0 suy ra 20 = 407 hay 7 = 0,5. Như vậy, khoảng thời gian từ 
lúc đạp phanh đến khi dừng hăn của ôtô là 0,5 giây. Trong khoảng thời gian 0,5 
giây đó, ôtô di chuyển được quãng đường là 

VP 0,5 

L= | 20~ 40)dr = (20: = 20:)| ” = 5 (m). 
0 
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3. Tính chất của tích phân 


Các tính chất cơ bản của tích phân được phát biểu trong định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 2 


Giả sử các hàm số ƒ, ø liên tục trên K và a¿, b, e là ba số bất 
kì thuộc K. Khi đó ta có 


) [Z@0& =0; 
b ạ 

2) [ƒ@)dx = =[ ƒ(1)dk ; 
ạ b 


b ẻ € 
3) [ƒ(@)dx + [ƒG)dx = [ƒ@)dx ; 
ạ b ạ 


b b b 
4 [IƒG) + g@)]dx = | ƒ@)dx + [ g(6)dv ; 


b b 
5) [ưedx = k ƒ(+)dx với k eÏÑ. 
ạ ạ 
Chứng minh. Ta chứng minh các tính chất 3) và 4). 
Giả sử là một nguyên hàm của ƒ. 


3) Ta có 


b € 
[7(0dx + [ƒ@0dx = F@)~ F(@) + F() — F(Đ) 
a b 


= F(c) - F(a) = | ƒ(w) dà. 


4) Áp dụng định lí 2 của §1 ta có 


li + 409J@x = ([[ƒ@9 + #e]et) ` =([Z@ow ` + ([acoh) 


b b 
[Z@odx + [g@9dx. m 
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Hãy chứng minh các tính chất 1), 2) và 5). 


K) 3 
Ví dụ 3. Cho [Z@0dx = -2 và [zœðdx =3. 
1 1 


Hãy tính 


3 3 
[I5/@)- sG)]dx và [[5— 4ƒG)1dx. 
1 1 


Giải 


3 3 3 

[IB/() ~ sG)ldx = 3[ ƒG)dx — [g(+)dx =3. 2) — 3 =~9. 
1 1 || 

3 3 3 

JI5 - 4ƒ(x)]dx = 5[dx _ 4[ƒ()dx =5.2—4.(-2) = 18. 
1 1 1 


|HB| Tìm b nếu biết rằng 


b 
[2x-®Đdx=0. 
0 


0âu hủi và hài tập 
10. Không tìm nguyên hàm, hãy tính các tích phân sau : 
Tí 2 3 
9 J(§+3)&: b) [lx|dx ; c) | 9— +” dx. 
-¬1 = 
Hướng dân. Áp dụng định lí 1. 


2 5 5 
11. Cho biết | ƒ(x)dx =-4, | ƒ()dx =6, | g(x)dy =8. Hãy tính 
1 1 1 
5 2 
4) [ƒG0dk ; b) [3/(+)dv ; 
2 1 
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¬) 5 
©) |[ƒ(+) — g(x)]dx ; 4) [I4ƒ(x) = g(+)]dx. 
1 1 
3 4 4 
12. Cho biết | ƒŒ)dz =3, | ƒ(x)dx =7. Hãy tính | ƒŒ)d¿. 
0 0 3 


b 
13. a) Chứng minh rằng nếu ƒ(+) > 0 trên [z ; P] thì IG >0. 


ạa 


b b 
b) Chứng minh rằng nếu ƒ(+) > ø(3) trên [z ; P] thì | ƒ(x)dx > | ø(+) dư. 


ạ qạ 
14. a) Một vật chuyển động với vận tốc v() = I — 2sin2/ (m/s). Tính quãng đường 
vật di chuyển trong khoảng thời gian từ thời điểm ¡ = 0() đến thời điểm 


f= - (S). 
b) Một vật chuyển động chậm dần với vận tốc v() = 160 — 10 (m/s). Tính 


quãng đường mà vật di chuyển được từ thời điểm ¿ = 0 đến thời điểm mà vật 
dừng lại. 


15. Một vật đang chuyển động với vận tốc lIÖm/s thì tăng tốc với gia tốc 


a() = 3t + t (m/s'). Tính quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 
10 giây kể từ lúc bắt đầu tăng tốc. 


16. Một viên đạn được bắn lên theo phương thăng đứng với vận tốc ban đầu 25m/s. 
Gia tốc trọng trường là 9,8m/S”. 


a) Sau bao lâu viên đạn đạt tới độ cao lớn nhất ? 


b) Tính quãng đường viên đạn đi được từ lúc bắn lên cho đến khi chạm đất 
(tính chính xác đến hàng phần trăm). 


153 


154 


Bài dọc thêm 


TÍNH GẦN ĐÚNG TÍCH PHÂN VÀ KHÁI NIỆM 
TỔNG TÍCH PHÂN 


Tính gần đúng tích phân 


b 
Từ định nghĩa tích phân ta thấy muốn tính tích phân [Zc0w thì phải tìm được một 
ạ 
nguyên hàm Ƒˆ của ƒ. Mặc dù nguyên hàm này chắc chắn tồn tại nhưng trong nhiều 
trường hợp ta không thể tìm được biểu thức tường minh của #(+) qua các hàm sơ cấp 
đã biết. (Chẳng hạn, người ta đã chứng minh rằng nguyên hàm của các hàm số 


2 Ï x? x2 .T Z ` ^“ ~ 
= NT. Aeeisệ ,.y= vi+x† , .. Không thể biểu diễn qua các hàm sơ cấp đã 


b 
biết.). Trong những trường hợp như vậy, việc fính đúng tích phân [Ze@0& là không 
a 
thể thực hiện được. Vậy có thể tính gần đúng tích phân đó được không ? 
a) Cho hàm số y = ƒt+) liên tục và lấy giá trị dương trên đoạn [ø ; b]. Xét hình thang 
cong H' giới hạn bởi đồ thị hàm số y = ƒ(y), trục hoành và hai đường thẳng x = z, 


x =b (trên hình 3.4, hàm số ƒ(x) = 5— x”, a =—l, b = 2). Gọi § là diện tích của H. 


b 
Theo định lí 1 ta có S = | ƒœ)dx. 
a 


Với mỗi số nguyên dương ø, ta chia đoạn [z; b] làm ø đoạn con bằng nhau bởi các 
C = b— 
điểm xạ = 4, xị = J= Xÿ, —"..n.. x„=b (k=0,1,2,..., n). 
n n 


Dựng các hình chữ nhật Ö, với đáy là đoạn thẳng [x; : x¿,¡], chiều cao là ƒ(x¿) 
(k=0,..., —1). Diện tích của hình chữ nhật By là ƒ(xz)(x¿„¡ - x„). Gọi 4, là 
hợp của ø hình chữ nhật Đụ, Bị...., B„_¡ (xem hình 3.4b với ø = 10) và S( A„) là diện 
tích của hình A„. Ta có S(A„) là tổng diện tích của z hình chữ nhật Đụ, Bị,..., B„_¡.. 


n—] 


Vậy Š(A„)= Ð” ƒ()O,— 3X). 
k=0 


Khi số điểm chia ø càng lớn, số hình chữ nhật Đụ, Bị..... B„_¡ càng nhiều thì diện 
tích S(A„) của hình A„ càng gần với diện tích S của #7 (xem hình 3.4c với ø = 20, 
hình 3.4d với ø = 30). Vậy § ~ S(A,„) nghĩa là 


ƒG)áx< S) ƒG1)G6ai— x0) 
k=0 


Hình H Hình Aig 


Hình Aso 


Hình 3.4 


b) Có thể nhận được công thức gần đúng trên với lập luận như sau : Giả sử một vật 
chuyển động với vận tốc v = /f/). Ta chia khoảng thời gian [a; b] thành n khoảng thời 
gian bằng nhau z = íạ < fị <... <f„= b. Với n khá lớn thì khoảng thời gian ( ; f1 ) 
khá bé nên có thể coi rằng trong khoảng thời gian đó vật chuyển động với vận tốc 
không đổi. Khi đó, quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian (y ; f„ „¡) xấp xÏ 
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bằng /f¿ )Œy „¡ — í„). Thành thử quãng đường vật đi được trong khoảng thời gian 
n-] 

[a ; b] xấp xỉ bằng ) ƒứ,)(y.¡ — f„). Mặt khác, ta đã biết quãng đường đi được là 
k=0 


b 
| ƒŒ)dt. Vậy ta có 


b n-Ì 
[Z@0dt * 3” 70/)0,1 —1,). 
a k=0 


Khái niệm tổng tích phân 
Một cách tổng quát, cho hàm số y = ƒ{+) liên tục trên đoạn [z ; b]. Với mỗi số nguyên 
dương s, ta chia đoạn [z ; b] làm đoạn con bằng nhau bởi các điểm chia 


Xg= 4, %Ị kg XE tý se Xẹ =b (k=0,1,2..., n). 
" n 


Mỗi đoạn con đều có độ dài bằng LE.. 
l4) 


n-Ï] 
Kí hiệu Š„= 2, ƒG)k¿q Tp). 
k=0 
%„ được gọi là tổng tích phân cấp n0 của hàm số y =ƒ(+) trên đoạn [z ; b]. 


Người ta đã chứng minh được định lí sau đây, gọi là định lí cơ bản của tích phân 


Định lí 
Cho hàm số y = ƒ(+) liên tục trên đoạn [z ; b]. Gọi S%„ là tổng tích phân cấp ø của 
hàm số y = ƒ(+) trên đoạn [z, b]. Khi đó 


b 
lim8, = [ ƒ(@)dx. 


b n—] 
Thành thử khi ø lớn ta có [ ƒ(x)dx ~ 8, = Ð” ƒO)O¿ — X,): 
k=0 


ạ 
Như vậy tổng tích phân %„ dùng để tính xấp xỉ tích phân. Khi cấp ø càng lớn thì tổng 


b 
tích phân SŠ„ càng gần với tích phân [Zc0w và sự xấp xỉ càng tốt, độ chính xác 


ạ 
cang cao. 


Chú ý. Về mặt lịch sử, khái niệm tích phân được hình thành độc lập với khái niệm 
nguyên hàm. Tích phân của hàm số ƒ trên đoạn [a ; b] được định nghĩa là giới hạn 


của tổng tích phân cấp n của f trên đoạn [a; b]. Đẳng thức JZ@œ dx = Ƒ(b)- F(4), 


mà ta dùng làm định nghĩa tích phân, được tìm ra sau đó bởi hai nhà toán học Niu- 
tơn và Lai-bơ-nít. Đẳng thức đó cho ta mối liên hệ giữa tích phân và nguyên 
hàm và được gọi là công thức Niu-tơn - Lai-bơ-nít. 


NGUỒN GỐC CỦA KÍ HIỆU NGUYÊN HÀM VÀ TÍCH PHÂN 


Kí hiệu tích phân là do nhà toán học thiên tài người Đức Lai-bơ-nít (1646 - 1716) 
đưa ra. Tích phân của hàm số ƒ trên đoạn [z ; b] được ông định nghĩa là giới hạn của 
tổng tích phân. 

n-] 

lim 3` ƒ#)(X. — 3z). () 

k=0 
Thời Lai-bơ-nít, hiệu x„,¡ — x„ thường được viết là dx, = x¿,¡ — x„ do d là chữ 
đầu của chữ La-tinh "diferentia" (hiệu số). Do đó, giới hạn (1) được viết lại thành 


Kí hiệu » (tổng số) cí cũng như chữ § có nguồn gốc từ chữ La-tinh "summa" (có 
nghĩa là tổng số). Dấu tích phân | là một biến dạng đơn giản của chữ S. 


Kí hiệu [Ze@a muốn nói rằng đây là giới hạn của tổng các số hạng ƒ(xạ) dxy . 


ạa 


Thành thử, giới hạn (1) được kí hiệu là | ƒ(v0dx. 


ạa 
b 
Công thức | ƒ()dx = F()|) với F là nguyên hàm tuỳ ý của ƒ nêu lên mối liên hệ 


ạ 


giữa tích phân và nguyên hàm và kí hiệu [Z@0w được dùng để chỉ các nguyên 

hàm của ƒ. Việc coi [70w là một nguyên hàm bất kì của ƒ dẫn đến công thức trực 
b 

quan và tiện lợi là [Z@0w = ([zca|J- Người ta còn gọi Jreoe là tích phân 

xác định và [f@0 là tích phân bất định (không xác định) của hàm ƒ. 
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N Ä MỘYT SỐ PHƯƠNG PHÁP TÍNH TÍCH PHÂN 


1. Phương pháp đổi biến số 
Cơ sở của phương pháp đổi biến số là công thức sau đây. 


u(b) 


b 
[7ZIuG)C@dx= ƒ ƒ@0d,,— Œ) 


u(4) 


trong đó hàm số w = „(x) có đạo hàm liên tục trên K, hàm số 
y= ƒ(w) liên tục và sao cho hàm hợp ƒ[„(x)]| xác định trên K ; 
a và b là hai số thuộc K. 
Công thức (1) được chứng minh như sau : 
Gọi Ƒ là nguyên hàm của ƒ. Khi đó vế phải của (1) là F[„@)] = F[u(a)]. 
Theo định lí 1, §2, vế trái của (1) là 
(Fiuo9I) = F[ø@Đ] ~ F |), 
Ta thấy vế trái bằng vế phải. Vậy (1) được chứng minh. INi 
Công thức (1) được gọi là công thức đổi biến số. 
Phương pháp đổi biến số thường được áp dụng theo hai cách sau đây. 


b 
Cách 1. Giả sử ta cần tính | ø(x)dy. Nếu ta viết được ø(v) dưới dạng 


ạ 
ƒI,(x) ]u'(x), thì theo công thức (1) ta có 


b u(b) 
[s@Odx = | 709du. 
a u(a) 

u(b) 


Vậy bài toán quy về tính | ƒ(ø)du. Trong nhiều trường hợp việc tính tích 
u(a) 
phân mới này đơn giản hơn. 
2 
2 
Ví dụ 1. Tính [xe dr. 
I 
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Giải 


2 ] 2 
Ta có xe dy = sẽ d(x7). Đặt ¡= x” ta có (1) = 1, „(2) = 4. Do đó 


2 4 .„ 
x" _ ƒ€ h2: || 4_— 
[xe dx = . = 2 e). 
1 1 
3 
[Hf| Tính [ V2x + 3 dx bằng cách đặt w = 2x + 3. 
1 


8 
Cách 2. Giả sử ta cân tính [ ƒ(x)dx. Đặt x = xƒ) Œ e K) và a,be K thoả 
[24 


mãn z =x(z),  =x(b) thì công thức (1) cho ta 


8 b 
[Z(odx = [ /Ix0)]x'0)di 


b 

Vậy bài toán quy về tính [z0 d/ (ở đó øŒ) = ƒ[xŒ)].x'Œ)). Trong nhiều 
qạ 

trường hợp, việc tính tích phân mới này đơn giản hơn. 


1 

Ví dụ 2. Tính [N1 — x” dv. 
0 

Giải 


Đặt x = sin/. Ta có dx = d(sin/) = cos/dđ/, 0 = sin0 và l = sin2.. 


TL 
| 2 
Vậy [NI— x” dv = | J1 — sin”f.cosrdi, 
0 0 
Vì/ec l0 : | nên VI— sin“f = cos/. Do đó 


T 
2 


c'*—.›|¬ 


TU 
1 2 . 
| 1—x2dy = [cos” di = ~Í[( + cos2?)d/ |”) 
0 0 


2 


= 


† dư 
[H2| 7ím [ ~ bằng cách đặt x = sin.. 
0 
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2. Phương pháp tích phân từng phân 
Tương tự như phương pháp lấy nguyên hàm từng phần, ta cũng có phương 
pháp tích phân từng phần. Cơ sở của phương pháp này là công thức sau đây. 


b b 
[Gv 'G0dx = (wGvG))| — [y)w'@)dx, — @Ø) 


ạ ạ 


b 
a 


trong đó các hàm số w, y có đạo hàm liên tục trên K và ø, Ð là hai số 
thuộc K. 


Thật vậy, theo định lí 2 §2, ta có 
b b b 
[seo»'c2dx = (ƒ w(x)y'G)dx) = (ø@yG - v9w(9d) 
3 a a 
b b 
= (=œ)v@9)[” ~ (Í v90) j| = (w@)@))J  = [v@0,'G)áv. TH 
ạa 
Công thức (2) gọi là công thức tích phân từng phần và còn được viết 
b b b 
dưới dạng [nay = (in) = [sdu. 
ạa , ạa 
1 
Ví dụ 3. Tính Í x e*dx. 
0 


Giải. Chọn n(x) = x, v'(x) = e*. Khi đó #9) = 1, v(x) = e*. Do đó 


[xetáx = (xe | ni =e-(e—-1)=1. 
0 0 ọ 


2 
Ví dụ 4. Tính [xInxdx. 
1 


đx v2. 


Giải. Chọn ứ = Inx, dy = xdx. Khi đó dự = —, y = EB Do đó 


2 x2 
[xInxdx = [Em 


1 


* 


Tử 3 
= De hi ng 
1 


In 
bì 

H3] Tính [xsinxdr. 
0 
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0âu hủi và hài tập 


17. Dùng phương pháp đổi biến số tính các tích phân sau : 


TL 
| 4 1 
a) [jx+1dy b) Í — dị oð0[9q+)`@; 
0 ọ C95 x 0 
7 
F 5x v3 4x 1 
d) | ———d:; ©) dđ; |(— cos3x)sin3x dz. 
Ị (x7 +4J/ ị \x2 +1 | 


18. Dùng phương pháp tích phân từng phần để tính các tích phân sau : 


3 1 
a) [x Inxdx; b) |@+ De &x; 
1 


0 


In 
c) lD cosxdY ; 


đ) 
0 


xcos xdv. 


c—=..‹')| ¬ 


Luyện tận 


1 
19. Tính a) | ý?” + 2 + 5/!)dr ; 
0 


= 
5 
b) [xsin xcos x dz. 


0 
1T 1 v3 3 
20. Tính a) | 5(5 — 4cos?) sin/ di ; b) | ciản: 
0 0 


\xˆ g. 


s2 c3 _ cu 0A 22 TA x SII X 
21. Giả sử # là một nguyên hàm của hàm số y = 


trên khoảng (0 ; +œ). 


Khi đó E  dyiƒi 


(A)FG) ~E(): 


(B) #@) - #@); 
(CO) (@ -F@); 


(D) @) - F4. 


l1 


22. Chứng minh rằng 


l| l| 1 l| 
3) |ƒœ)dx = [ƒŒ— x)dy; b) [ ƒ@)dx= [[ƒG) + ƒCx)]dx. 
0 0 1 


0 


1 0 
23. Cho [ ƒ(x)dx =3. Tính [ ƒ(x)dx trong các trường hợp sau : 


0 -I 
a) ƒ là hàm số lẻ ; b)ƒ# là hàm số chắn. 
24. Tính các tích phân sau : 
2 3 
a) [x”eT dv; b) -n x)ˆ dr ; 
| | 
_L nh 
2 : 2 3x” . COS # 
2010136 so : D TT Tân 
25. Tính các tích phân sau : 
_ 
a) Ỉ xcos2xdx ; b) J HE _Đạy 
0 
5 1 e 
c) [x cosxdy ; d) Jz x +1 dx; e) [x2 mxai. 
0 0 l 
ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN 
N ĐỂ TÍNH DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG 


Trong thực tiễn cuộc sống cũng như trong khoa học kĩ thuật, người ta cần 
phải tính diện tích của những hình phẳng cũng như thể tích của những vật 
thể phức tạp. Chẳng hạn : 
Khi xây dựng một nhà máy thuỷ điện, để tính lưu lượng của dòng sông ta phải 
tính diện tích thiết diện ngang của dòng sông. Thiết diện đó thường là một 
hình khá phức tạp. 
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Khi đóng tàu, các kĩ sư cần xác định thể tích của khoang tàu có hình dạng 
đặc biệt. 

Trước khi phép tính tích phân ra đời, với mỗi hình và mỗi vật thể như vậy 
người ta lại phải nghĩ ra một cách để tính. Sự ra đời của tích phân cho chúng 
ta một phương pháp tổng quát để giải hàng loạt những bài toán tính diện tích 
và thể tích nói trên. 


Trong §5 ta nói về ứng dụng tích phân để tính diện tích hình phẳng và trong 
§6 nói về ứng dụng tích phân để tính thể tích vật thể. 


Trong định lí 1 §3, ta đã biết : Nếu y = ƒ{x) là một hàm liên tục và lấy giá trị 
không âm trên đoạn [z ; b] thì diện tích S của hình thang cong giới hạn bởi đồ 
thị hàm số y =ƒ{(x), trục hoành và hai đường thẳng x = z, x = Ð là 


b 
§= [7@)dz. 


ạa 
Việc tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường cong thường được quy 
về tính diện tích của hình thang cong bằng cách chia hình phẳng đó thành một 
số hình thang cong. 
Ví dụ 1 (Diện tích hình elip). Tính diện tích của hình phẳng giới hạn bởi elip : 
2 2 

+ =I (a>b>0). 

a b 
Giải 
Ta tính diện tích Š của một phần tư hình elip 
nằm trong góc phần tư thứ nhất. Đó là một 


hình giới hạn bởi đồ thị hàm số y = Sa? =. 
trục hoành, trục tung và đường thắng x = z (h.3.5). 


Hình 3.5 
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Ta tính tích phân trên bằng phương pháp đổi biến số. 


Đặt x = zsin/. Ta có 


: : ‹ ››. #Ỹ 
dxz = d(zsIn?) = acos/ d/, Ö = zsinÖ và a = đsin. 


Do đó 
tị 
4a 7` 
| a?—x“dy= |xz” — a” sin“ f.acos/df 
0 0 


HH + 
2 2 
= |v¿ cos” ƒ .đcos/ df = ll cos” £dí 
0 0 
n 7U F 
(vì l0 : | nên Ajcos” = COSf ). 


TU 


) : 
2 
Suy ra S =ab | cos”rdi = HỆ kị: binh ; 
0 


u e 


Vậy diện tích hình elip là 4S = ma. 
e Một cách tổng quát, ta có 


Nếu hàm số y = ƒf(+) liên tục trên đoạn [z ; b] thì diện tích Š của 
hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = ƒf+), trục hoành và 
hai đường thẳng x = ø, x = b là 


b 
§= J|#@)| dx. () 


Ví dụ 2. Tính diện tích S của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 


vy= ‡" St đường thẳng x = 2, trục tung và trục hoành. 
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Giải. (h.3.6) Đặt ƒC© = xŸ — l1. 

Ta thấy ƒx) < 0 trên [0 ; I1] và ƒ{x) > 0 
trên [1 ; 2]. 

Theo công thức (1), diện tích Š của 
hình đang xét là 


2 

9= [Ìx —lldx 
| 
0 


ƒu — + )dy + [co - )dv 
1 


0 
"=5. 
Tin, áp csỔ 


ÍHf| Tìm diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi đồ thị hàm số y = 4 - xˆ, đường thẳng 
x=3, trục tung và trục hoành. 

e Để tính diện tích Š của hình phẳng 
giới hạn bởi đồ thị các hàm số y = ƒ(%), 
y=g() liên tục trên đoạn [a ; 5] và hai 
đường thắng x = ø, x= b (h.3.7), ta có 
công thức sau : 


b 
§= Ƒ |[ƒŒœ) - g(+)|dx. (2) 


Ví dụ 3. Tính diện tích Š của hình 
phẳng giới hạn bởi parabol y = 2 — xF 
và đường thẳng y = —. 

Giải (h.3.8) 

Trước hết, ta tìm hoành độ giao điểm 
các đồ thị của hai hàm số đã cho bằng 


cách giải phương trình 2~— x” = —x. 
Ta có 

2—x” =-x€©x=-—l vàx=2. 
Hình phẳng đang xét giới hạn bởi các đồ 
thị của hai hàm số y = 2— x”, y=—x 
và hai đường thăng x = -l, x = 2. 


Hình 3.6 


Hình 3.ö 
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1ó6 


Theo công thức (2) ta có 


2 
`= J+x-x”)® 
=Ï 


x x 
= 2x+ 


H2| Tính diện tích hình phẳng giới hạn bỏi đường thẳng y = x + 2 và parabol 


vy= 3 sự 0: 
e Để tính diện tích một số hình phẳng phức tạp hơn ta phải chia hình đã cho 
thành một số hình đơn giản mà ta đã biết cách tính diện tính. 

Ví dụ 4. Tính diện tích S của hình phẳng ; giới hạn bởi đồ thị hàm số 
y= *z, trục hoành và đường thẳng y = x - 2. 

Giải (h.3.9) 

Ta tìm hoành độ giao điểm các đồ thị 
của hai hàm số y=xx Và y=x—2 
bằng cách giải phương trình x =x—2. 
Kết quả được x = 4. 

Diện tích S của hình !ƒ bằng diện tích 


hình tam giác cong ÓCA trừ đi diện 
tích hình tam giác ABC. 


Diện tích hình tam giác cong ÓCA là 


3I4 
_— 2 2| _ l6 
\ 0 Hình 3.9 
Diện tích hình tam giác ABC là 
AB.AC _ 2.2 _ 


s5 
2 2 


CHÚ Ý 
Tương tự (bằng cách coi x là hàm của biến y) thì diện tích Š của 


hình phẳng giới hạn bởi các đường cong x = g(y), x= J(y) (g và h là 
hai hàm liên tục trên đoạn [c ; đ]) và hai đường thẳng y = c, y = đ là 


U) 
§ = [|s@) — hO)|dy: @) 


Chẳng hạn trong ví dụ 4, coi hình / là hình phẳng giới hạn bởi 
đường cong x = yˆ, đường thẳng x = y + 2, trục hoành y = 0 và 


đường thẳng y = 2. Do đó, ta có thể tính ngay S theo công thức (3) 
như sau : 


f 2 y y 
s=[@+2-z7)dy =|+2y- 
0 


0âu hủi và hài tập 
26. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = sin x + l, trục hoành 
và hai đường thăng x = 0 và x = = 
27. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
a) Đồ thị hàm số y = COS” X, trục hoành, trục tung và đường thắng x = 7 ; 
b) Đồ thị hai hàm số y= Ax và y= Ä% : 
c) Đồ thị hai hàm số y= 2x7 và y= x? —2xŸ trong miền x >0. 
28. Tính diện tích các hình phẳng giới hạn bởi : 


a) Đồ thị các hàm số y= x7—4, y= —x” — 2x và hai đường thẳng x = -3, 
#.= 
b) Đồ thị hai hàm số y= x”— 4 và y=—x” —2x; 


c) Đồ thị hàm số y = +" - 4», trục hoành, đường thẳng x = -2 và đường 
thẳng x =4. 
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ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN ĐỂ TÍNH 
THỂ TÍCH VẬT THẾ 


1. Tính thể tích của vật thể 
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Cho một vật thể 
trong không gian 
toạ độ Q@xyz. Gọi B 
là phần của vật thể 
giới hạn bởi hai 
mặt phẳng vuông 
góc với trục Y tại 
các điểm ø và b. 
Gợi S(x) là diện 
tích thiết diện của 
vật thể bị cắt bởi 
mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có hoành độ x(ø< x< Ð) 
(h.3.10). 


Hình 3.10 


Giả sử Š = Š(x) là một hàm số liên tục. Người ta chứng minh được rằng thể 
tích V của 8 là 


Sử dụng công thức (1) ta tìm được công thức tính thể tích của một số vật thể 
quen thuộc trong hình học. 


Ví dụ 1 (Thể tích khối chóp cụt). Cho khối chóp cụt có chiều cao j, diện tích 
đáy nhỏ và đáy lớn thứ tự là S%, 5. Chứng minh rằng thể tích V của nó là 


h TP WE 


2. 


Giải 

Trong hệ trục toạ độ @xyz, 
ta đặt khối chóp (sinh ra 
khối chóp cụt) sao cho 
đường cao nằm trên trục 
OÓx và đỉnh trùng với gốc 
toạ độ. 


Gọi z và Ð lần lượt là 


khoảng cách từ Ó đến đáy 

nhỏ và đáy lớn, ta có chiều Hình 3.11 

cao của khối chóp cụt là 

h =b—a (h.3.11). Thiết diện của khối chóp cụt cắt bởi mặt phẳng vuông 

góc với trục Óx tại điểm có hoành độ x (ø < x < Ð) là một đa giác đồng dạng 
° Fả Z, “~a ° rS ^ ` * 

với đáy lớn với tI số đồng dạng là ” 

,„ S(X) x x 


Ta có =—>. Vậy S(x) = $1 —=. 
| bễ 


Theo công thức (1), ta có 


Xa = SŒ`—4)) _ b~a Sia” + Slab + Sịb” 
bˆ 3bˆ 3 bŸ 


— h| Sa” Sa 
= PT + n + §; : 
gói s8 Sa”... Š a— Sẽ a7 
Để ý rằng % =Š()= ã và -— . —— =S¡Šạ nênV= 2(8u+.(SuSi +9). 


Nhận xét. Khối chóp được coi là khối chóp cụt có $% = 0. Vì vậy, thể tích V 


của khối chóp có chiều cao và diện tích đáy S là 


Sh 
ng 


Thể tích khối tròn xoay 


Một hình phẳng quay xung quanh một trục nào đó tạo nên một khối 
tròn xoay. 
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e Cho hàm số y = ƒf+) liên tục, không âm trên 
[z ; b]. Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 
y =ƒ@), trục hoành và hai đường thẳng x = 4, 
x= b quay quanh trục hoành tạo nên một 
khối tròn xoay (h.3.12). Thể tích V của nó 
được tính theo công thức 


b 
V= xỈ ƒ @ødx — (2) 


Hình 3.12 


Thật vậy, thiết diện của khối tròn xoay cất bởi mặt phẳng vuông góc với 
trục Óx tại điểm x (z<x<?b) là một hình tròn bán kính ƒf+). Do đó 


S()= TỰ” (x). Vì thế, từ công thức (1) ta suy ra công thức (2). 


Ví dụ 2 (Thể tích khối chỏm cầu). Cho một khối chỏm cầu bán kính ® và 
chiều cao h. Chứng minh rằng thể tích V của khối chỏm cầu là 


h 

V= mh la = ni 
Giải 
Trong mặt phẳng Oxy, xét hình phẳng giới 
hạn bởi cung tròn tâm @ bán kính ®# có 
phương trình y = VXR? -x, trục hoành và 
đường thắng x= R—J (0< h< R). Quay 
hình phẳng đó quanh trục hoành ta thu được 
khối chỏm cầu bán kính ® chiều cao ? 
(h.3.13). 
Theo công thức (2) thể tích của khối chỏm 
cầu là 


7... 2_ + ||R 
#êp lên — x“)dx = 71 ¬.x“ 
—Ì 


3 3 


3 3 
MƑ k3 Rˆ(R p+ Œ= BÊ | ~ mớ(g~ 


h 


3 


| 


Hình 3.13 


Nhận xét 


Khối bán cầu bán kính #£ được coi là khối chỏm cầu bán kính # và chiều cao 
h =R. Vì vậy, thể tích của khối bán cầu bán kính # là 


3 
v=x#°|R- S]= Tác CÓ 


3 3 
Do đó, thể tích hình cầu bán kính # là 
4nR 
Ÿ= : 
3 


[H| Xét hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = xˆ, các đường thẳng x = I. 


x =2 và trục hoành. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng đó 
quanh trục hoành. 


e Tương tự, cho đường cong có phương 
trình x = ø(y), trong đó ø là hàm số liên 
tục và không âm trên đoạn [c ; 4l. 
Hình phẳng giới hạn bởi đường cong 
x= ø(y), trục tung và hai đường thẳng 
y=c,y= đ, quay quanh trục tung tạo 
nên một khối tròn xoay (h.3.14). Thể 
tích V của nó được tính theo công thức 


Hình 3.14 


d 
V=z|sg”@)dy. — @) 


€ 


Thật vậy, từ công thức (2) bằng cách xem x là hàm của biến y ta suy ra công 
thức (3). IR 
Ví dụ 3 (Thể tích khối nón cụt). Cho 
khối nón cụt có chiều cao j, bán kính 
đáy lớn và đáy nhỏ lần lượt là ®# và r. 
Chứng minh rằng thể tích V của khối 
nón cụt đó là 


V= 3h(f + Rr+r”). 
Giải 
Trong mặt phẳng toạ độ (xy xét hình 
thang vuông OABC với ÓA = h, AB =r và 


ÓC =(h.3.15). Quay hình thang đó quanh 
trục Óy ta được khối nón cụt đã cho. 


Hình 3.15 


Giả sử BC kéo dài cắt Óy tại D. Đặt AD =l, ÓD = a. Ta có a — l = h. Phương 


trình đường thẳng BC là x = ZÉ#—3_ Theo công thức (3) ta có 
q 
h „2 2 2 
R“ˆ(a-— 7u 
V= n[S# 3 ay = _. —#3) 
0 ạa 3a 
2 2 2) 
- TỂ" (a— Đa? + ai + Ê) - lÌ¿ ` +2] | 
3a & 4a \a 
Ÿ  = lni009ý2 bổ suahe 
IMNR 3 a R : 
V= TmI| THIÊN Bì = 1 mh( R2 + Rr+r?) H 
— 3 R \(ñ —3 : 


Nhán xét. Khi R = r, khối nón cụt trở thành khối trụ có chiều cao j và bán 
kính đáy R. Vì vậy, thể tích của khối trụ là 


V= 2 xh(RP + Rˆ+ R7) = rxÑ”h. 


Khi r = 0, khối nón cụt trở thành khối nón có chiều cao và bán kính đáy . 
Vì vậy, thể tích của khối nón là 


29. Tính thể tích của vật thể nằm giữa hai mặt phẳng x = —l và x = I, biết rằng 
thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có 
hoành độ + (—I < x < 1) là một hình vuông cạnh là 2 VI — +2. 

30. Tính thể tích của vật thể nằm giữa hai mặt phẳng x = 0 và x = 7Ø, biết rằng 
thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có 
hoành độ x (0 <x< œ) là một tam giác đều cạnh là 2 vJsin x. 

31. Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = 0, x = 4 và y= Xx —1. Tính thể 
tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 
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32. Cho hình phăng ðB giới hạn bởi các đường x = —, x= 0, y = 1 và y =4. Tính 
bu 
thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình B quanh trục tung. 


33. Cho hình phẳng B giới hạn bởi các đường x = v5y? ,x=0,y=-—l và y= 1. 
Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình B quanh trục tung. 


_y” 30// ũ 


àèe 


1. AI LÀ NGƯỜI PHÁT MINH RA PHÉP TÍNH TÍCH PHÂN 2? 


Cùng với phép tính vi phân, phép tính tích phân là một thành tựu lớn của trí tuệ nhân 
loại. Nó đã tạo nên một bước ngoặt lớn trong sự phát triển của khoa học và trở thành 
một công cụ sắc bén, đầy sức mạnh được các nhà khoa học sử dụng rộng rãi trong 
nghiên cứu cũng như trong ứng dụng thực tiễn. 


Phép tính vi phân và tích phân do hai nhà bác học lớn là Niu-tơn (I. Newton 1643 — 1727), 
người Anh và Lai-bơ-nit (G. Leibniz 1646 - 1716), người Đức, sáng tạo ra đồng thời 
và độc lập với nhau. 

Thực ra đây là một cuộc chạy tiếp sức của nhiều thế hệ các nhà bác học xuất sắc 
trong nhiều thế kỉ. Trước Niu-tơn và Lai-bơ-nit hai nghìn năm, nhà bác học Ác-si-mét 
đã có ý tưởng đầu tiên về phép tính tích phân. Trong bức thư gửi người bạn, ông đã 
đưa ra một phương pháp mới gọi là "phương pháp vét cạn" và đã sử dụng nó để giải 
nhiều bài toán tính diện tích, thể tích, chiều dài cung. Đó là tiền thân của phép tính 
tích phân. Sau ông nhiều nhà toán học khác cũng tham gia mở đường cho sự ra đời 
của tích phân, trong đó phải kể đến những đóng góp xuất sắc của các nhà khoa học 
như J. Kê-ple (J. Kepler), Ca-va-li-dri (B. Cavalieri), Phéc-ma, Đề-các, Ba-râu (l. Barrow). 


Ngày nay các nhà nghiên cứu đều nhất trí rằng về mặt thời gian, Niu-tơn khám phá 
ra phép vi tính vi - tích phân trước Lai-bơ-nit khoảng 10 năm nhưng Lai-bơ-nit lại cho 
công bố công khai công trình của mình trước Niu-tơn tới ba năm. Về hình thức, phép 
tính tích phân của Niu-tơn và phép tính tích phân của Lai-bơ-nit khác nhau rõ rệt. 
Niu- tơn trình bày các kết quả của mình dưới ngôn ngữ Hình học, còn Lai-bơ-nit dùng 
ngôn ngữ Đại số. Các kí hiệu của Lai-bơ-nit phong phú và thuận tiện hơn nhiều so 
với các kí hiệu của Niu-tơn (dấu tích phân và các kí hiệu vi phân, đạo hàm mà chúng 
ta dùng ngày nay là của Lai-bơ-nit). Về sự kết hợp giữa phép tính vi - tích phân với 
các nghiên cứu về khoa học tự nhiên thì Lai-bơ-nit không sâu sắc bằng Niu-tơn 
nhưng đứng trên góc độ toán học thì phép tính vi - tích phân của Lai-bơ-nit thể hiện 
một tầm nhìn bao quát hơn, một trí tưởng tượng tinh tế hơn. 
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2. VÀI NÉT VỀ CUỘC ĐỜI VÀ SỰ NGHIỆP CỦA NIU-TƠN 
VÀ LAI-BƠ-NIT 


1) Niu-tơn (1643 — 1727) là nhà toán học, vật lí học, cơ học 
và thiên văn học vĩ đại người Anh. Ông sinh ra ở một vùng 
quê ở nước Anh. Người cha qua đời trước khi ông ra đời. 
Người mẹ vì quá đau buồn nên sinh ông thiếu tháng. Lúc 
mới sinh ông bé tới mức đặt được vào một chiếc cốc to. 
Không ai ngờ rằng đứa bé quặt quẹo như vậy lại có thể thọ 
tới 85 tuổi và trở thành một nhà khoa học vĩ đại như vậy. 
Niu-tơn được người đương thời mô tả là có tầm vóc trung 
bình, béo chắc, đầu luôn đội tóc giả, có đôi mắt sáng và 
thông minh. Ông sống rất giản dị, khiêm nhường, say mê 
với công việc và rất đãng trí. 

2) Lai-bơ-nit (1646 - 1716) là nhà toán học, vật lí học, triết 
học thiên tài người Đức. Ông sinh ở thành phố Lai-xích 
(Leipzig), là con trai một giáo sư triết học. Từ lúc 6 tuổi ông 
đã suốt ngày mê mải đọc sách. Năm ông 7 tuổi thì cha ông 
qua đời. Năm 15 tuổi ông đã vào đại học và học về luật 
học, triết học và toán học. Năm 20 tuổi (năm 1666) ông đã 
bảo vệ luận án tiến sĩ luật học đồng thời cũng công bố 
công trình toán học đầu tiên của mình với nhan đề : 
"Những suy nghĩ về nghệ thuật tổ hợp". Sau đó ông được 
bổ nhiệm làm quan chức ngoại giao tại Pháp. 

Những cống hiến về toán học chỉ là một phần nhỏ trong sự 
nghiệp của ông. Ở thời đại ông, người ta biết đến ông như 


lsaac Newton 
(1643 — 1727) 


một nhà ngoại giao, nhà luật học và nhà triết học. Ông biết Gottfried Leibniz 
rất nhiều ngoại ngữ và hầu hết các kiến thức của ông đều (1646 ~ 1716) 


có được bằng con đường tự học. 

Lai-bơ-nit được người đương thời mô tả là có thể trạng gày gò, tầm thước, da xanh và 
cũng luôn đeo tóc giả. Trí nhớ của ông cũng khác người thường : Những điều khó 
hiểu được ông nhớ rất tốt nhưng những điều dễ hiểu thì ông lại quên ngay. 


Luyện tận 


34. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 
2 
a) Đồ thị các hàm số y = +, y = Ï và y =Ắ trong miền x >0, y< 1; 


b) Đồ thị hai hàm số y = 4#) 4x +4, vy= W, trục tung và đường thẳng 
x=l; 


c) Đồ thị các hàm số y = x”, y =4x-— 4 và y =-4x- 4. 
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35. 


3ó. 


ủi 


38. 


39. 


40. 


4I. 


42. 


Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi : 

a) Đồ thị hai hàm số y= x” + l vày=3 - x; 

b) Các đường x= yÌ,y= 1 vàx=8; 

c) Đồ thị hai hàm số y= AÍx, y=6— x và trục hoành. 

Tính thể tích của vật thể 7 nằm giữa hai mặt phẳng x = 0 và x = r6, biết rằng 

thiết diện của vật thể cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có 

hoành độ + (0 <+x< zx) là một hình vuông cạnh là 2x/sin x. 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = đc y=0,x=0vàx= 2. Tính 

thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = cosx, y = Ú, x= 0Ö và x= n. 

Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 
mi 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi các đường y = xe”, y= 0, x= 0 và x = 1. Tính 

thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình A quanh trục hoành. 

Cho hình phẳng Ö giới hạn bởi các đường x = 2/2sin2y, x= 0,y= 0 và y = 2" 


Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình B quanh trục tung. 


âu hủi và hài tập ôn tập chương III 


Tìm nguyên hàm của các hàm số sau (từ bài 41 đến bài 43) : 


a)y= 2x T—x”) ; b)y= 8x —-^- ; 
ã 
3...5 in(2x + I) 
€)y= x7sin(+2 +) ; d)y=- S“. 
cos“(2x + l) 
s)y= =peod| 1Ì: b)y=+x +43 )°; 
Xc sã 
2x 
cy= SÃ : d)y= xe", 
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43. 
44. 


45. 


4ó. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 
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_ lnx 
ủy Xe hố bì) Si 


Tìm hàm số y = ƒ+) nếu biết dy = 12x(3x7 - 1)Ì`dz vàƒ(1) =3. 


b 
Xác định số b dương để tích phân | (x— x7)dx có giá trị lớn nhất. 
0 


9 9 9 
Cho biết [ ƒ(+)dx = -I, | ƒ(x)dx = 5, [ g(x)dx = 4. Hãy âm 
1 7 7 


9 9 
4) [=2/()dv ; b) [[ƒG) + øG)|dk ; 
1 7 
9 7 
©) [I2ƒ(x) - 3g(+)]dx ; đ) [ƒ(x)dx. 
7 1 


Cho hàm số ƒ' liên tục trên [z ; b]. TỈ số 
b 
1 
= [Z@0dx 
ạ 


được gọi là giá fr¡ trung bình của hàm sốƒ' trên [a ; b] và được kí hiệu là mÚÓ). 
Chứng minh rằng tồn tại điểm c e [z ; b] sao cho z0) =ƒ(c). 

Giả sử một vật từ trạng thái nghỉ khi £ = 0 (s) chuyển động thẳng với vận tốc 
yứ) = £(S - f) (m/s). Tìm quãng đường vật đi được cho tới khi nó dừng lại. 

Một chất điểm A xuất phát từ vị trí Ó, chuyển động thẳng nhanh dần đều ; 
8 giây sau nó đạt đến vận tốc óm/s. Từ thời điểm đó nó chuyển động thăng 
đều. Một chất điểm Ö xuất phát từ cùng vị trí Ó nhưng chậm hơn 12 giây so 
với A và chuyển động thẳng nhanh dần đều. Biết rằng 8 đuổi kịp A sau 8 giây 
(kể từ lúc 8 xuất phát). Tìm vận tốc của B tại thời điểm đuổi kịp A. 

Tính các tích phân sau : 


TL 

LỆ 9) 3 : 

a) [x sin2xdx; — b) |x@x7+l)dx; c) |Œ&-—1eY  ”*dx, 
0 1 2 

Tính diện tích các hình phẳng giới hạn bởi : 

a) Đồ thị các hàm số y= 4—x”,y=—x+2; 


b) Các đường cong có phương trình x = 4— 4y vàx =l— y trong miền x > 0. 


52. 


53. 


54. 


Sộ: 


S6. 


S, 


58. 


59. 


Tính diện tích của các hình phăng giới hạn bởi : 

a) Parabol y = 3 =0; tiếp tuyến của nó tại điểm MÔ ; 5) và trục tung ; 
b) Parabol y = —x” +4x— 3 và các tiếp tuyến của nó tại các điểm A(0 ; -3) và 
B@G; 0). 


Tính thể tích của vật thể nằm giữa hai mặt phẳng x = 0 và x = 2, biết rằng thiết 
diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Óx tại điểm có 


hoành độ +x (0 < x < 2) là một nửa hình tròn đường kính 5 x3. 


Xét hình phẳng giới hạn bởi đường hypebol y = “N các đường thẳng y = l, 
X 

y=4, x = 0. Tính thể tích của khối tròn xoay tạo thành khi quay hình phẳng 

đó quanh trục tung. 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi đồ thị hàm số y = A/cosx lo Si < j) và hai 

trục toạ độ. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay A quanh 

trục hoành. 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi đường cong có phương trình x(y + 1) = 2 và 

các đường thẳng x = 0, y = 0, y = 3. Tính thể tích khối tròn xoay tạo được khi 

quay A quanh trục tung. 

Cho hình phẳng A giới hạn bởi đường cong có phương trình x — y = 0 và các 

đường thăng y = 2, x = 0. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay A 

a) Quanh trục hoành ; b) Quanh trục tung. 


x 
e7 


| — 


Cho hình phẳng A giới hạn bởi đường cong có phương trình y = x và các 
đường thẳng x = l1, x = 2, y = 0. Tính thể tích khối tròn xoay tạo thành khi 
quay A quanh trục hoành. 


Cho hình phăng A giới hạn bởi đường cong có phương trình v = xỶ và các 
đường thẳng y = 0, x = 1 trong miền y > 0. Tính thể tích khối tròn xoay tạo 
được khi quay A 


a) Quanh trục hoành ; b) Quanh trục tung. 
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60. 


61. 


62. 


63. 


64. 


65. 
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Bài tập trắc nghiệm khách quan 


Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 


5 
¬..m mm". 
Giả sử lzz= = Inc. Giá trị của c là 
(A)9; (B)3: (C81; (D) 8. 


Giá trị của [aea, là 
0 
(A) e†; (B) e“—1; (C) 4e” ; (D) 3eˆ —1. 
0 
Giá trị của | x œx+1))äv là 
-I 
2... cả (Đ) sp: 
Diện tích hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ nhất, giới hạn bởi đường 
thẳng y = 4x và đồ thị hàm số y = x là 
(A)4; (B)5; (©) 3; (D) 3,5. 
Diện tích hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ nhất, giới hạn bởi hai đường 
thẳng y = 8x, y= x và đồ thị hàm số y= + là 
(A)12; (B) 15,75 ; (@ 6,75; (D)4. 
Diện tích hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ nhất, giới hạn bởi đường 
thẳng y = 2x và đồ thị hàm số y = +” là 


4 


(A)S: ®)Š (©Š: Đ) SẺ. 


66. Cho hình phẳng A giới hạn bởi đồ thị hai hàm số y = x” và y=6— |x|. Thể 
tích khối tròn xoay tạo được khi quay A xung quanh trục tung là 


-. (C) 8m; œ) ^=. 


67. Cho z, b là hai số dương. Gọi K là hình phẳng nằm trong góc phần tư thứ hai, 
giới hạn bởi parabol y = đa” và đường thẳng y = —b+. Biết rằng thể tích khối 
tròn xoay tạo được khi quay K xung quanh trục hoành là một số không phụ 


thuộc vào giá trị của ø và b. Khi đó ø và b thoả mãn điều kiện sau 


(A) bh=2a `; (B) bÌ=2a' ; (C) b`=2a); (D) b† =24Ÿ. 
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N SỐ PHỨC 


mạ — ốc 


1. Khái niệm số phức 
Ta đã biết rằng các phương trình x7 + 1 = 0, xˆ + 4 = 0 không có nghiệm thực. 
Một cách tổng quát các phương trình bậc hai với hệ số thực Ax? +Bx+C =0 mà 
biệt thức A < 0, chẳng hạn x” — 2x + 2 = 0 (biệt thức A = —4), đều không có 
nghiệm thực. 
Sự phát triển của toán học, khoa học đòi hỏi phải mở rộng tập hợp các số thực 
thành một tập hợp số mới gọi là tập hợp các số phức, trong đó có các phép 
toán cộng và nhân với các tính chất tương tự phép toán cộng và nhân số thực 
sao cho các phương trình nói trên đều có nghiệm. 
Muốn thế, người ta đưa ra số 7 sao cho bình phương của nó bằng —1. Khi đó ¡ 
là một nghiệm của phương trình x7 +1=0 và 2¡ là một nghiệm của phương 
trình xÝ+4=0 ; còn I+¿¡ là một nghiệm của phương trình x°-2x+2=0, 
tức là phương trình (x — lễ +1=0,.. Các số a + bị (a,b e R) gọi là các 
số phức. 
Với các số phức, người ta còn chứng minh được rằng mọi phương trình bậc 2, 
3, 4,... đều có nghiệm (phức). Số phức cũng liên quan chặt chẽ với hình học 
phẳng, với lượng giác.,.... (xem bài Em có biết "Vài nét lịch sử phát triển 
số phức”, trang 197). 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Một số phức là một biểu thức dạng ø + bi, trong đó z và b là 
những số thực và số ¿ thoả mãn ¡” = — 1. Kí hiệu số phức đó là 
z Và VIết z = đa + bị. 
¡ được gọi là đơn vị do, a được gọi là phần thực và b được gọi 
là phần đo của số phức z = a + bi. 

Tập hợp các số phức được kí hiệu là Œ. 
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CHỦ 
Số phức z = øz + 0¡ có phần ảo bằng 0 được coi là số thực và viết là 
„+0 =aeRcC. 


Số phức có phần thực bằng 0 được gọi là số đo (còn gọi là số thuần ảo) : 
z=0+bi¡ =b¡ (be) ;¡=0+l¡ = l¡. 


Số 0=0+0/ =0 vừa là số thực vừa là số ảo. 


Ví dụ 1 

Số phức z = 2 + V3 có phần thực bằng 2, phần ảo bằng +3. 

Số phức z =—¡ (tức là (—1)¡) có phần thực bằng 0, phần ảo bằng —I1 ; đó là 
một số ảo. 


ĐỊNH NGHĨA 2 


Hai số phức z = ø + Ö¡ (a,bcR),z'=a'+bi (a,b'eR) 
gọi là bằng nhau nếu 


a=a,b=b. 


Khi đó ta viết z = z'. 
|Hf[ Khi nào số phức a + bị (a, b e R) bằng 0 ? 


Biểu diễn hình học số phức 

Ta đã biết biểu diễn hình học các số thực bởi các điểm trên một trục số. 

Đối với các số phức, ta hãy xét mặt phẳng toạ độ Óxy. Mỗi số phức 
z=a+bi (a,beTR) được biểu diễn bởi điểm M⁄ có toạ độ (z; b). Ngược 
lại, rõ ràng mỗi điểm Ä⁄(z; b) biểu diễn một số phức là z = ø + bỉ. Ta còn 
viết M(a + bi) hay M(¿). 

Vì lẽ đó, mặt phẳng toạ độ với việc biểu diễn số phức như thế được gọi là mãi 
phẳng phức. 

Gốc toạ độ Ó biểu diễn số 0. 


Các điểm trên trục hoành Óx biểu diễn các số thực, do đó trục Øx còn được 
gọi là frục thực. 


.› 


Các điểm trên trục tung @y biểu 
diễn các số ảo, do đó trục Øy còn 
được gọi là frục ảo. 

Trên hình 4.1 có các điểm O, A, B, 
C, D, E, F theo thứ tự biểu diễn các 
số phức 0, 1, ¡, —2, —2¡, 1 + 2ï, 2 — ï. 


Phép cộng và phép trừ số phức 


a) Tổng của hai số phức 


Hình 4.1 


ĐỊNH NGHĨA 3 


Tổng của hai số phức z = ø + bi, z' = a' + b'¡ (a,b, a,b' eR) 
là số phức 
z+z'=a+a +(b+ Bì. 
Như vậy, để cộng hai số phức, ta cộng các phần thực với nhau, cộng các phần 
ảo với nhau. 
Ví dụ2.Tacó (3+¡)+(2-3)  =5-2¡; 
qd—-2)+(2+2j) =3; 
(2-2j+(—2 + 3i) =¡. 
b) Tính chất của phép cộng số phức 
Từ định nghĩa 3, dễ thấy phép cộng các số phức có các tính chất sau đây, 
tương tự phép cộng các số thực. 
e Tính chất kết hợp : 
(z+z)+z”=z+(z'+z'") với mọi z, z!, z" e Œ, 
e Tính chất giao hoán : 
z+z'=z`+z với mọiz,z' e(, 


e Cộng với 0: 
z+0=0+z=z với mọi z e £. 


e Với mỗi số phức z = ø + b¡ (a, b e R), nếu kí hiệu số phức —ø — bỉ là —z 
thì ta có 


z +(_—z) =(—z)+z =0. 


A7 1A” 
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|H2| Trong mặt phẳng phức, cho điểm M biểu diễn số z. Hãy tìm điểm biểu diễn 
SỐ -Z. 


c) Phép trừ hai số phức 
ĐỊNH NGHĨA 4 


Hiệu của hai số phức z và z' là tổng của z với —z, tức là 


Z—zZ`=z+(-z). 


Nếu z=a+ bi, z'=a'+b'i (a,b,a,b' cR) thì 


Z—zZ'=a—gq +(b— Bì}. 


d) Ý nghĩa hình học của phép cộng và phép trừ số phức 

Trong mặt phẳng phức, ta đã coi điểm /M⁄ có toạ độ (z ; b) biểu diễn số phức 
z=a+bi. Ta cũng coi mỗi vectơ # có toạ độ (z;b) biểu diễn số phức 
z=a+ bi. 

Khi đó, nói điểm j biểu diễn số phức z cũng có nghĩa là vectơ ÓM biểu 
diễn số phức đó. 


—~ 


Dễ thấy rằng, nếu #, ' theo thứ tự biểu diễn các số phức z, z' thì 


) 


+ #' biểu diễn số phức z + Z', 
i — ' biểu diễn số phức z - Z'. 
Ví dụ 3. Quan sát hình 4.2, ta thấy : 
Vectơ OÄ⁄ = 1 có toa độ (l1 ; 3) 
biểu diễn số phức z = I + 3¡ ; 
Vectơ OMf' = ` có toạ độ (2; l) 
biểu diễn số phức z' = 2 +¡ ; 


Vecơ ÓP =ï+i" có toạ độ 
4;4) biểu diễn số phức 
z+z =3+4i; 

Vectơ OQ=MM'=iï'~ïi có toạ 
độ (1 ; -2) biểu diễn số phức 
Z—Z=l1~2 Hình 4.2 


4. Phép nhân số phức 


a) Tích của hai số phức 


Cho hai số phức z = a + bi, z'=a'+b'¡ (a, b, a, b` e R). Thực hiện phép 


nhân một cách hình thức biểu thức ø + b¡ với biểu thức a'+ b'¡, rồi thay 
¡” =—L, ta được 
aa' + bb'Ï” + (ab' + a'b)i 


aa' — bb' + (ab` + a'b)i. 


(a+ b)(a'+ b1) 


Điều đó dẫn ta đến định nghĩa sau đây. 


ĐỊNH NGHĨA 5 
Tích của hai số phức z = ø + b¡ và z' = a' + b'¡ (a,b,a',b' e R) 
là số phức 
zz' = qa`T— bb` + (ab' + a b)I. 
Ví dụ 4. Ta có 
2-0q+ 2) =(2+2)+(4- lì =4+3¡ ; 
(2+Ð@-j =(4+1)+(-2+2)¡i=5; 
(2+Ð(+2j) =(2-2) + (4+ Li = 5ï. 
Nhận xét. Với mọi số thực k và mọi số phức ø + b¡ (a, b e R), ta có 
k(a + bi) = (k + 0)(a + b) = ka + khi, 


đặc biệt 0z = 0 với mọi số phức z. 
IH3| Nếu vectơ rỉ biểu diễn số phức z thì vectd kiỉ (k c I) biểu diễn số phức nào ? 
Vì sao ? 


Ví dụ 5. Trong mặt phẳng phức, nếu điểm 4 biểu diễn số phức z, điểm /' 
biểu diễn số phức z' (M khác Mí ') thì trung điểm P của đoạn thẳng M⁄M' biểu 


diễn số phức zứ +z'). Điều đó suy ra từ hệ thức OP = 2(0M + OM). 
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Xét số phức z = x + y¡ (x, y e R). Tính z7 và tìm tập hợp các điểm của mặt 
phẳng phức biểu diễn các số phức z sao cho z“ là số thực. 
b) Tính chất của phép nhân số phức 


Từ định nghĩa 5, dễ thấy rằng phép nhân các số phức có các tính chất sau đây 
tương tự phép nhân các số thực. 


e Tính chất giao hoán : 
zz' = z`z VỚI mỌI Z, z' e £, 
e Tính chất kết hợp : 
(zz)z” = z(z'`z") với mọi z, z', z” e Œ. 
e Nhân với l : 
1.z=z.l=z với mọi z e £. 
e Tính chất phân phối (của phép nhân đối với phép cộng) : 
z(Z' + z”) = zZZ' + zz” với mọi z, z', z” e Œ, 


Từ các tính chất nói trên ta có thể thực hiện phép toán cộng và nhân các số 
phức theo các quy tắc như phép toán cộng và nhân các số thực. 
Ví dụ6. (z+z)(ŒZ—z)=zz+zz2—7z2`—-z)z`= TT dc 
1 Ũ _ 1 2 = 2 + 12 S 
(z+z)Œ+z)=(z+z} =zZ+2zz'+z'; 


(bi) = b”i” = —bˆ (be R) ; 


(+ =1+3i + 3 + = -2 + 2i. 
|HB| Hãy phân tích z” + 4 thành nhân tử. 


5. Số phức liên hợp và môđun của số phức 
a) Số phức liên hợp 


ĐỊNH NGHĨA 6 


Số phức liên hợp của z = ø + bỉ (a, b e R) là a — bị và được 


kí hiệu bởi Z. 
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Như vậy 


Z =a+ bi =a- bị. lừi 
Vídụ7. 2+3/=2-3i; vM(2 
——ễ I 
=2) = # J2j 7 : h 
s.. . 
¡ =-Ỉ; z 
=—= ¬* 
—ỉ =Ï ' 
*M) 
e Rõ ràng z =z nên người ta còn nói z và Z 


là hai số phức liên hợp với nhau (gọi tắt là Hình 4.3 

hai số phúc liên hợp). 

Hai số phức liên hợp khi và chỉ khi các điểm biểu diễn của chúng đối xứng 
với nhau qua trục thực Óx (h.4.3). 


Chứng minh rằng số phức z là số thực khi và chỉ khi z = z. 


e Từ định nghĩa 6, dễ suy ra : 


Với mọi số phức z, z ', ta có 


Chứng minh rằng với mọi số phức z = a + bi (a,b e ]Ñ), fa có zZ = #D, 


b) Môđun của số phức 


Ta đã biết giá trị tuyệt đối của số thực z là 
khoảng cách từ điểm biểu diễn z đến gốc toạ 
độ trên trục số. Dễ thấy rằng khoảng cách từ 


điểm M biểu diễn số phức z = đ + Ùỉ (a, b e R) 
đến gốc toạ độ Ó của mặt phẳng phức là 


loM| = Va2 + œ2 = VzZ (h4-44). 


ĐỊNH NGHĨA 7 


Môđdun của số phức z = ø + b¡ (ad, b e R) là số thực không âm 


Xa“ + bˆ và được kí hiệu là |z|. 
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Như vậy 


Nếu z = ø + bỉ (a, b e R) thì |z| = zZ = (a2 + b . 


Ví dụ 8. li = 1 ; [+ 2| = \I+ 22 = V5. 
Nhận xét 
1) Nếu z là số thực thì môđun của z là giá trị tuyệt đối của số thực đó. 


2) z =0 khi và chỉ khi |z| = 0. 

Ví dụ 9. Trong mặt phẳng phức, tập hợp các điểm biểu diễn các số phức z sao 
cho |z| = 1 là đường tròn bán kính 1 với tâm tại gốc toạ độ. 

Chứng minh rằng |z| = lzÌ với mọi số phức z. 


6. Phép chia cho số phức khác 0 


Cho số phức z=a+bi (a, b e R) khác 0. Chứng minh rằng số 


zL=—_—__(~bj) =- _z là số thoả mãn zz"1 = 1, 
SN Ti 2 
a“+b lz| 
ĐỊNH NGHĨA 8 
sả 2 Đa “ Tư ⁄ ` xế _ | — 
Số nghịch đảo của số phức z khác 0 là số z = .. 
Z 


II: b "..ẽ. tà ¿ : 
Thương — của phép chia số phức z' cho số phức z khác 0 là 
LẠ 
tích của z' với số phức nghịch đảo của z, tức là — = z`z hộ 
Z 


Như vậy 


+1 Liờ=g = +1 
..T gi Ð ".. TY... .ẽ.... 
Do Phun an để tính — ta chỉ việc nhân cả tử số và 
zZ Z 
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Ví dụ 10 
3-¡ _@-0q-j)_ 2-4i 
L#‡7 “0đ+jqds<j "- 32 
M2 +2¡ _ \2+20Q2+2Ð _ (W2 +20? _ -2+4\2¡ 


=l—-2i; 


=...-. 


J2-2¡ (@j2-20AÄ2+20 (@2#2+2 6 5 
| 
==ri 
Lj 
Nhận xét 
1) Với z #0, ta có an ở 
Z 


+1 


Ấ  sề 2 Tà V&x + X3“ A4 hủ n4: 
2) Dễ thấy rảng thương — là số phức + sao cho zu = z'. Từ đó có thể nói 
Z 


phép chia (cho số phức khác 0) là phép toán ngược của phép nhân. 


H104 Tìm số phức z thoả mãn (1 + 2¡)z = 3z - ¡. 


Câu húi và hài tập 

Cho các số phức 

2+3i ; 1+ 2¡ ; 2 —i. 
a) Biểu diễn các số đó trong mặt phẳng phức. 
b) Viết số phức liên hợp của mỗi số đó và biểu diễn chúng trong mặt 
phẳng phức. 
c) Viết số đối của mỗi số phức đó và biểu diễn chúng trong mặt phẳng phức. 
Xác định phần thực và phần ảo của mỗi số sau : 
8)i+(2—40—(— 20 ; b) (V2 +30 ; 
c) (2+ 3j(2 - 3i) ; đ) 2 - (3 +). 
Xác định các số phức biểu diễn bởi các đỉnh của một lục giác đều có tâm là 
gốc toạ độ Ó trong mặt phẳng phức, biết rằng một đỉnh biểu diễn số 7. 


Thực hiện phép tính 

II: l "=:-> 3- 4i 

TP. .” 4-i. 
Ø0 
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3S, 
So 


Hãy tính : 3o Z 
# 


5. Choz=-— 


tư 35) tlÍ z2, 


6. Chứng minh rằng : 
a) Phần thực của số phức z bằng sứ + Z), phần ảo của số phức z bằng 
„ứ mộ 


b) Số phức z là số ảo khi và chỉ khi z =— Z ; 


c) Với mọi số phức z, z!, ta có z+z'=z+z} zz'=zZ.z', và nếu z #0 thì 


Lỗi z 
z zJ' 


7. Chứng minh rằng với mọi số nguyên ø > 0, ta có 


m ` : m+l Kế ;m+2 = 2Í : ;m+3 RE 


: —1. 

§. Chứng minh rằng : 
a) Nếu vectơ của mặt phẳng phức biểu diễn số phức z thì độ dài của vectơ 
¡ là |ữ| = ÌzÌ, và từ đó nếu các điểm A¡, As theo thứ tự biểu diễn các số phức 


k¿ 


2» 22 thì |Ai4; = lỗ = 21 


b) Với mọi số phức z, z', ta có |zz'| = lz|Ìz'Ì và khi z z 0 thì 


k 


" Iz † 
Ìz 
c) Với mọi số phức z, z!, ta có |z + z† < |z| + lz†. 


9. Xác định tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z 
thoả mãn từng điều kiện sau : 


a)lz—il=1; b) lZT/|=1; €) lz|=lZ— 3 + 4il. 
Z+1 
Luyện tận 
10. Chứng minh rằng với mọi số phức z # l, ta có 
10 —- 
1+z+z2+..+z?=^ _ 
z—]1 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Hỏi mỗi số sau đây là số thực hay số ảo (z là số phức tuỳ ý cho trước sao cho 
biểu thức xác định) ? 
= 2 =2 
¬ Z—7 zZ—Œ 
2+@”'; ai c 
z2+() l+zz 
Xác định tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z 
thoả mãn từng điều kiện sau : 


a) z7 là số thực âm ; b) z7 là số ảo ; 


c) z2 =Œ) ; j= 


2 Ê 


là số ảo. 


Tìm nghiệm phức của các phương trình sau : 


a)iz+2—¡=0; b)(2+3j)z=z—1; 
c(2-ijZ-4=0; đ) @z —1)(+3)Œ-2+30 =0; 
e)z7+4=(0, 


a) Cho số phức z = x + y/ (x, y e R). Khi z z¡, hãy tìm phần thực và phần 


x... . ...ẽ.. 
ảo của số phức 


z—Ï 
b) Xác định tập hợp các điểm trong mặt phẳng phức biểu diễn các số phức z 


kệ ~ tÀ tÀ ⁄ + 
thoả mãn điều kiện 


- là số thực dương. 

, 

a) Trong mặt phẳng phức, cho ba điểm 4A, B, C không thẳng hàng theo thứ tự 
biểu diễn các số phức z¡, z¿, z. Hỏi trọng tâm của tam giác ABC biểu diễn 
số phức nào ? 

b) Xét ba điểm A, B, C của mặt phẳng phức theo thứ tự biểu diễn ba số phức 


phân biệt z¡, z¿, z¿ thoả mãn lz| = lz›| = |z; 


Chứng minh rằng 4, B, C là ba đỉnh của một tam giác đều khi và chỉ khi 
Z¡+Z¿ +7 =0. 

Đố vui. Trong mặt phẳng phức cho các điểm : OÓ (gốc toạ độ), A biểu diễn 

số 1, B biểu diễn số phức z không thực, A' biểu diễn số phức z' # 0 và B' biểu 

diễn số phức zz'. 


Hai tam giác ÓAB, OÓA'B' có phải là hai tam giác đồng dạng không ? 
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CĂN BẬC HAI CỦA SỐ PHỨC 
VÀ PHƯƠNG TRÌNH BẬC HAI 


KHESẼẼẼõ 6C 
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Căn bậc hai của số phức 
ĐỊNH NGHĨA 


Cho số phức w. Mỗi số phức z thoả mãn z” =w được gọi là 
một căn bậc hai của w. 


Nói cách khác, mỗi căn bậc hai của w là một nghiệm của phương trình 
z7 —w =0 (với ẩn z). 
Có thể tìm căn bậc hai của số phức w như sau : 
a) Trường hợp w là số thực 
Dễ thấy rằng căn bậc hai của 0 là 0. 
Xét số thực w = a #0, 
Khi a >0 thì z7 -ø =(z- V24) + V4). Do đó, zˆ - ø =0 khi và chỉ khi 
z = va hoặc z = -Na. Vậy a có hai căn bậc hai là va và —xa. 
Khi <0 thì z” - a = (z - V-a i)Œ + Ta i). Do đó, z — ø = 0 khi và chỉ 
khi z=v-ai hoặc z=-v-ai. Vậy a có hai căn bậc hai là Ý-ai và —-ai. 
Ví dụ 1. Hai căn bậc hai của —1 là ¡ và —¡. 

Hai căn bậc hai của a7 (a là số thực khác 0) là a¡ và —ai. 
b) Trường hợp w = ø + bi (a, b e R), b # 0 


z=x + yí (x, y e IR) là căn bậc hai của w khi và chỉ khi z = w, tức là 


(x+ yÐŸ =a+ bi. 


Do (x + yÖˆ = xˆ — yˆ + 2xy¡ nên zˆ = w khi và chỉ khi 
Đ? 1u ổ 
x“—y =4 
tê = b. 
Vậy để tìm các căn bậc hai của w = øz + bỉ ta cần giải hệ phương trình này. 
Mỗi cặp số thực (zx ; y) nghiệm đúng hệ phương trình đó cho ta một căn bậc 


hai x + y7 của số phức ø + bi. 
Ví dụ 2 


a) Tìm các căn bậc hai của —5 + 12¡, tức là tìm các số phức x + yỉ (x, y e ÏR) 


sao cho (x + yÙF = =5 +12¡ nên ta cần giải hệ phương trình 
x2T-y2=_—5 
2xy =12. 


Phương trình thứ hai cho y = — = : thay vào phương trình thứ nhất, ta có : 


50 MDE: „X 
36 
1T s=-5 |xt+5z2-36=0 [x2=4 
Số c© 6 c© 6 
_= X x 


Hệ này có hai nghiệm (2 ; 3) ; (—2 ; —3). 


Vậy có hai căn bậc hai của —5 + 127 là 2 + 3¡ và —2 — 3i. 


b) Tìm các căn bậc hai của ¡ tức là tìm x+y/ (x, y œe R) sao cho 
(x + yjÖ“ = ¡ nên ta cần giải hệ phương trình 


x—y?=0 
2xy = ]. 


Dễ thấy nó có hai nghiệm PP ; , ễ sa Š) 


Vậy ¡ có hai căn bậc hai là L2 +7). 
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e Một cách tổng quát, có thể chứng minh rằng 


* Số 0 có đúng một căn bậc hai là 0. 


* Mỗi số phức khác 0 có hai căn bậc hai là hai số đối nhau 
(khác 0). 

Đặc biệt, số thực ø dương có hai căn bậc hai là vø và -V4 ; 
số thực z âm có hai căn bậc hai là /@—đ¡ và —Y—a. 


|H1| Biết một căn bậc hai của wị là z¡ và một căn bậc hai của w; là z;. Hãy tìm 


tất cả các căn bậc hai của wwa. 


2. Phương trình bậc hai 
Nhờ tính được căn bậc hai của số phức, dễ thấy mọi phương trình bậc hai 
Az?+Bz+C=0 () 
trong đó A, B, C là những số phức, (A # 0) đều có hai nghiệm phức (có thể 
trùng nhau). Việc giải phương trình đó được tiến hành tương tự như trong 
trường hợp A, B, C là những số thực. Cụ thể là : 


Xét biệt thức A = B7 - 4AC. 
* Nếu A z 0 thì phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt 


Ấ..... nhai CGi 
ÂN. VÀO cớ /" SA 


trong đó ở là một căn bậc hai của A. 


* Nếu A = 0 thì phương trình (1) có nghiệm kép 


Đặc biệt, khi A là số thực dương thì hai nghiệm của phương trình (1) là 
=B+ŸjA -B—^ 

mm. .w 

-B +AAi __ -B —--Ai 


2A SN 2A 


ZỊ ; khi A là số thực âm thì hai nghiệm của 


phương trình (1) là z¡ = 
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Ví dụ 3 
a) Phương trình z?—z+1=0 có biệt thức A = - 3 nên nó có hai nghiệm 


No 
phân biệt là = SÉ, 


b) Phương trình z” + (—2 + ¡)z — 2¡ = 0 có biệt thức 
A =(-2 + Ö +8i = 3+ 4i = (2+ 0Ÿ 
nên nó có hai nghiệm là 
ZJ= I2~i+(@+ | = 2 Và Z› =sI2-¡~(2+ïJ] =_—i. 
|H2| Xét phương trình bậc hai 
Az2+Bz+C=0 


trong đó A, B, C là những số thực, A z0. Chứng minh rằng nếu zọ e C là một 
nghiệm của phương trình thì Zạ cũng là một nghiệm của nó. 


CHÚ Ý 
Trên đây, ta đã thấy mọi phương trình bậc hai (với hệ số phức) có 


hai nghiệm phức (có thể trùng nhau). Hơn nữa, người ta còn chứng 
minh được rằng mọi phương trình bậc ø 


An” :+ AI S4 oyt A2 +(A,<0 
(trong đó ø là một số nguyên dương, 4¿, 4¡,.... A4, là 0 +1 số 
phức cho trước, 4 # 0) luôn có nghiệm phức (không nhất thiết 
phân biệt). 


Tính chất quan trọng này của tập hợp các số phức là nội dung của 
một định lí gọi là Định lí cơ bản của đại số. 


ˆ 2m ` ` m ˆ 
0âu hỏi và hài tận 
17. Tìm các căn bậc hai của mỗi số phức sau : 


7i: c4 ¿1t 4dãi. 
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18. 
19. 


20. 
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Chứng minh rằng nếu z là một căn bậc hai của số phức w thì |z| = x/|wil. 
Tìm nghiệm phức của các phương trình bậc hai sau : 
a) z2=z+1 : 
b)zZ+2z+5=0; 
c) z” +(I—3j)z— 2q +j) =0. 

Chú ý : Có thể dùng máy tính bỏ túi để tìm nghiệm (gần đúng) của phương 
trình bậc hai với hệ số thực ngay cả khi nghiệm của nó không phải là số thực. 
Chẳng hạn, dùng máy tính bỏ túi CASIO ƒ3-500MS để giải phương trình 
x7 =6x+ 58 =0 thì ấn 

MODE| |MODE| 1 |MODE| 2 (để vào chương trình giải phương trình bậc 
hai), ấn tiếp 


l l=| —6 |=| 58 (để đưa vào các hệ số của phương trình) ; ấn tiếp 


I=| : trên màn hình hiện x1 = 3 ; ấn tiếp 


SHIFT| |Re <> Im| : trên màn hình hiện x1 = 7.,, (điều đó có nghĩa là 
nghiệm thứ nhất là 3 + 7¡ ) ; ấn tiếp 

I=| : trên màn hình hiện x2 _= 3 ; ấn tiếp 

SHIFT| |Re <> Im| : trên màn hình hiện x2 = -7.,, (điều đó có nghĩa là 
nghiệm thứ hai là 3 — 7¡). 


(Thực ra, chỉ cần biết nghiệm thứ nhất là 3 + 7¡ thì đã suy ra ngay nghiệm thứ 
hai là 3 + 7i = 3 — 7i). 

a) Hỏi công thức Vi-ét về phương trình bậc hai với hệ số thực có còn đúng cho 
phương trình bậc hai với hệ số phức không ? Vì sao ? 

b) Tìm hai số phức, biết tổng của chúng bằng 4 —¿¡ và tích của chúng bằng 
5q). 


c) Có phải mọi phương trình bậc hai zˆ + 8z + =0 (B,C là hai số phức) 
nhận hai nghiệm là hai số phức liên hợp không thực phải có các hệ số 8, C là 
hai số thực ? Vì sao ? Điều ngược lại có đúng không ? 


21. a) Giải phương trình sau : 
(z2? +0 - 2¡z - 1) =0. 
b) Tìm số phức B để phương trình bậc hai z?+ Bz+3i =0 có tổng bình 
phương hai nghiệm bằng 8. 
22. Đố vui. Một học sinh kí hiệu một căn bậc hai của —1 là 4-1 và tính 
N—1.A—1 như sau : 
a) Theo định nghĩa căn bậc hai của —1 thì Y-1.N-L=-—1. 


b) Theo tính chất của căn bậc hai (tích của hai căn bậc hai của hai số bằng căn 
bậc hai của tích hai số đó) thì 


X-1.N-1 =.C1).CD) = VI =1. 


Từ đó, học sinh đó suy ra —l = I. 


Hãy tìm điều sai trong lập luận trên. 


C0á//, 
và “ 


VÀI NÉT LỊCH SỬ PHÁT TRIỂN SỐ PHỨC 


Từ lâu, người ta đã biết công thức nghiệm của phương trình bậc hai 

ax? +bx+c=0 (a#0). 

Hỏi có chăng công thức nghiệm của phương trình bậc ba 
ax)+bx” +cx+d <0 (a#0) 

(chỉ dùng phép tính cộng, trừ, nhân, chia, lấy căn 

trên các hệ số) 2 

Đến thế kỉ XVI, Các đanô (G. Cardano, 1501 - 1576, 

người Ý) tìm ra một công thức như thế ; nhưng dù z, 

b, c, d là những số thực và chỉ nhằm tìm nghiệm 

thực, công thức vẫn đề cập đến số phức. 


“Á/f - //Z/7 


Girolamo Cardano 


3 Z ` 3 — ` 
Chẳng hạn, với phương trình x” + px + =0 (p, g là (1501 — 1578) 


hai số thực cho trước) thì công thức nghiệm có dạng 
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Cụ thể là gọi đ là một căn bậc hai của TT - lấy u,w sao cho ` = Š tồi 
SIN..¡ 1â... .ẻ^ N ¬ z 
y =. (mà uy=~2) thì x=u+v là một nghiệm của x' + øx + ø = Ö. 
2 3 
Nếu TT†+2z<0 thì ta gặp căn bậc hai ö của số thực âm nhưng kết quả + w có 
thể vẫn là số thực. 
2 3 

Ví dụ, với phương trình x”—15y-4=0 thì TC? =-12I - lấy ổ=11/ thì 


=+ð=2+Ili=(@+0)': =2=ð=2~Ii=@-=ÖŸ, Vậy lấy w=2+i, 


y =2-|m=s=-Š] thì „+ y = 4 là một nghiệm của phương trình x°—15x—4=0. 


Tuy công thức nghiệm phương trình bậc ba mang tên Các-đa-nô nhưng thực ra, 
Tác-ta-gli-a (N. Tartaglia, 1499 - 1557, người Ý) đã tìm được lời giải nhiều kiểu 
phương trình bậc ba và tiết lộ phương pháp giải cho Các-đa-nô. Nhờ đó Các-đa-nô 
tìm ra lời giải tổng quát và công bố nó vào năm 1545. Một học trò của Các-đa-nô là 
Fe-ra-ri (L. Ferrari, 1522 - 1565, người Ý) tìm ra cách giải phương trình bậc bốn bằng 
cách đưa về giải một phương trình bậc ba. 


Việc các nhà toán học Ý táo bạo dùng các biểu thức chứa những số đang còn có vẻ 
bí ẩn (số ảo) để đến được kết quả thực dần dà cũng làm cho các nhà toán học chấp 
nhận sử dụng kí hiệu ø+b^j—I (ø, b là hai số thực) khi giải phương trình bậc hai, 
bậc ba, bậc bốn trong thế kỉ XVII. 

Sang đầu thế kỉ XVIII, Moa-vrơ (A. De Moivre, 1667 - 1754, người Anh) tìm được mối 
liên quan giữa căn của số phức với lượng giác. Năm 1746, Đa-lăm-be (J. D'Alembert, 
1717 - 1783, người Pháp) đưa ra chứng minh đầu tiên định lí cơ bản của đại số. Ơ-le 
(L. Euler, 1707 - 1783, người Thuy Sĩ) cũng nghiên cứu vấn đề này và chính C-le đã 
dùng kí hiệu ¡ để chỉ đơn vị ảo. Gau-xơ (C. Gauss, 1777 - 1855, người Đức) đưa ra 
chứng minh đầy đủ định lí cơ bản của đại số vào năm 1799. 

Đến thế kỉ XIX, lí thuyết hàm số biến số phức được phát triển mạnh (những người 
đóng góp lớn là Cô-si (A.L. Cauchy, 1789 —- 1857, người Pháp), Ri-man (B. Riemamn, 
1826 - 1866, người Đức), ...). Ngày nay số phức xuất hiện trong nhiều nghiên cứu 
toán học, vật lí, khoa học, kĩ thuật. 


Luyện tận 


1 
23. Tìm nghiệm phức của phương trình z + — = & trong các trường hợp sau : 
5 


a) k=1; b) k=2 ; c) k= 2i. 
24. Giải các phương trình sau trên C (tức là tìm nghiệm phức của các phương trình 


đó) và biểu diễn hình học tập hợp các nghiệm của mỗi phương trình (trong 
mặt phẳng phức) : 


a)Z+1=0; b)zÍ—1=0; 
cz2Ở+4=0; d) 8z +8z =z +1. 


25. a) Tìm các số thực Ð, c để phương trình (với ẩn z) 


z?+bz+c=0 
nhận z = l +7 làm một nghiệm. 
b) Tìm các số thực ø, b, c để phương trình (với ẩn z) 


z”+az +bz+ec=0 


nhận z = l +7 làm nghiệm và cũng nhận z = 2 làm nghiệm. 
26. a) Dùng công thức cộng trong lượng giác để chứng minh rằng với mọi số 
thực ø, ta có 
(cosøØ + 7sin ø)? = c0S20 + ¡sIn 20. 
Từ đó hãy tìm mọi căn bậc hai của số phức cos2ø + /sin2ø. Hãy so sánh 


cách giải này với cách giải trong bài học ở §2. 


b) Tìm các căn bậc hai của *ú — ¡) bằng hai cách nói ở câu a). 
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Số phức dưới dạng lượng giác 


a) Acgumen của số phức z z 0 


ĐỊNH NGHĨA 1 


Cho số phức z #0. Gọi #⁄ là điểm trong mặt phẳng phức biểu 


diễn số z. Số đo (radian) của mỗi góc lượng giác tia đầu Óy, tia 
cuối ÓÄ⁄ được gọi là một acgumen của z. 


CHÚ Ý 
Nếu ø là một acgumen 


của z (H45) thì mọi 
acgumen của z có dạng 


@ + k2, k c Z2. (Người 


ta thường nói : Acgumen 
của zzZ0 xác định sai 


khác k2, k e 27). 


Ví dụ 1 (h.4.6). 


a) Số thực dương tuỳ ý có một acgumen 
là 0. 


b) Số thực âm tuỳ ý có một acgumen 
là m. 


c) Các số 3¡, —2¡ và lI+¡ theo thứ tự 


có một acseumen là lở Hh Hh 
xa. PIN] 


Hình 4.6 


Nhận xét 

Hai số phức z và Jz (với z z0 và / là số 
thự dương) cố acgumen sai khác 
k2n,ke Z.,vì các điểm biểu diễn của 
chúng cùng thuộc một tia gốc Ó (h.4.7). NŒz) 


MG) 
IHÄ| Biết số phức z z 0 có một acgumen là ọ. 
Hãy tìm một acgumen của mỗi số phức sau : 


—Z 15 ; —E ) 2 (ở đùe sec z1] 
z z 


_zZ Hình 4.7 


b) Dạng lượng giác của số phức 


Xét số phức z = ø + bi # 0 (a, b e R). Mạ + bi) 

Kí hiệu r là môđun của z và ø là một 

acgumen của z (h.4.8) thì dễ thấy rằng : 
a=rcosợ, D =rsin0. 

Vậy z = a+ b¡ # 0 có thể viết dưới dạng 

Z =r(cosØ + ¡sinø). 


Hình 4.5 


Ta có 
ĐỊNH NGHĨA 2 


Dạng z =r(cosợ + ¡sinø), trong đó >0, được gọi là dạng 
lượng giác của số phức z z 0. Còn dạng z = ø + bỉ (a, b e R) 


được gọi là dạng đại số của số phức z. 


Nhận xéi. Để tìm dạng lượng giác r(cosø + ¡sinø) của số phức z = a + bỉ 


(a, b e R) khác 0 cho trước, ta cần : 


1) Tìm z : đó là môdun của z, r = Va” + bŸ ; số r đó cũng là khoảng cách 
từ gốc Ó đến điểm M biểu diễn số z trong mặt phẳng phức. 


z ` ^ ? ` xế q & 
2) Tìm ø : đó là một acgumen của z; ø là số thực sao cho cosợ = — và 
= 
: DU l 2 căn ` ... ` 
sinø = — ; số Ø đó cũng là số đo một góc lượng giác tia đầu Óx, tia cuối ÓM. 
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Ví dụ 2 


a) Số 2 có môđun bằng 2, có một acgumen bằng 0 nên nó có dạng lượng giác 
2(cos0 + 7sin0) ; 


b) Số —2 có môđun bằng 2, có một acgumen bằng z nên nó có dạng lượng 
giác 2(COS7L + /sSIn7t) ; 


xà... ` 2N ` II = 
c) Số ¡ có môđun băng l, có một acsumen băng 2 nên nộ có dạng lượng 


lác cos> + /sine ; 
8 2 2 k¿ 
^ ° ⁄ ^ ` ⁄ ^ > 1U ^ ⁄ ⁄ 
d) Số l +¡ có môđun băng 42, có một acgumen băng đa TIỢT MỜ: CƠ dạng 


lượng giác X2 [e2 +7sin -) : 


e) Số 1— 3i có môđun bằng N + (x3) = 2, có một acgumen là ø sao 


cho cosø = » SIN@ = HA Lấy ø = ¬ thì 
(1 TP (-) sm(- | 
`. =2|em = +¡sin —3]I' 
CHÚ Ý 


L) ÌzÌ = 1 khi và chỉ khi z = cosø + ¿sinø (ø e R). 


2) Khi z =0 thì |z| = r =0 nhưng acgumen của z không xác định 
(đôi khi coi acgumen của 0 là số thực tuỳ ý và vẫn viết 
0 =O(cosø + /sinø)). 
3) Cần để ý đòi hỏi r > 0 trong dạng lượng giác r(cosœ +¿sin ø) của 
số phức z z 0. 
Ví dụ 3 
a) Số phức —(cosø + /sinø) có dạng lượng giác là 
COS(Ø + 7) + /sin(Ø + 7). 
b) Số phức cosợ — 7sinø có dạng lượng giác là 
cos(—ø) + rsin(—ø). 


. . ` ˆ ` ˆ và 1 ` £ 
|H2| Cho z = r(cosø + ¡sinø) (r >0), tìm môđun và một acgumen của —, từ đó 
Z 


4 
suy ra dạng lượng giác của —. 
Z 


Nhân và chia số phức dưới dạng lượng giác 
Ta đã biết công thức nhân và chia số phức dưới dạng đại số. Sau đây là định lí 
nêu lên công thức nhân và chia số phức dưới dạng lượng giác ; chúng cho các 
quy tắc tính toán đơn giản về nhân và chia số phức. 
ĐỊNH LÍ 
Nếu z = r(cosø +/sinø), 
z'=r'(cosø'+rsinø') (ứr>0,r 30), 


thì zz'` = rr'` [cos(@ + Ø') + ¡sin(ø + Ø)], 


= = = [cos(ø' — Øø) + ¡/sin(ø' — ø)] (khi r > 0). 


Nói một cách khác, để nhân các số phức dưới dạng lượng giác, ta lấy tích các 
môđun và tổng các acgumen ; để chia các số phức dưới dạng lượng giác ta lấy 
thương các môđun và hiệu các acgumen. 
Chứng mình 
zz' = [r(cosợ + /sinø)] [r`(cos@' + r7sinø )| 
= 7r [COS@COSØ' — SIN@SInØ' + /(sin@cosø' + cosøsInØ`)] 
= 7r [cos(ø + Ø') + ¡sin(ø + Ø)|. 
I1 1 ễ 
Mặt khác, ta có — = —[cos(—ø) + /sin(—ø)]. Theo công thức nhân số phức, 
II - 
ta có 


+1 


⁄4 
—= =EF 
Z 


S), 


= ~lcos(ø' — Ø) + isin(Ø@' — @)]. L 


` 
b4 


Ví dụ 4. Ta có l+¡i= 4B cos7 + cản T ] 


và Tế) +i= 2|sosE+ năm |, 


nên Dàn: “It 3" 
NA 4 6 4 6 
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Nhận xé. Nếu thực hiện phép chia trong ví dụ 4 dưới dạng đại số, ta được 


l+¡ï 


M3+¡ 
x_42d+3) ® _v2@3-1), 


= ru +3 +(3 — Dĩ | nên từ kết quả trên suy ra 


TŠT2 4 Non Ù) 4 
Công thức Moa-vrơ (Moivre) và ứng dụng 
a) Công thức Moa-vrơ 


Từ công thức nhân số phức dưới dạng lượng giác, bằng 
quy nạp toán học dễ dàng suy ra rằng với mọi số 
nguyên dương 7Ø, 


[r(cosø + /sinø)]” = r” (cosnø + ¡sin nø) 


và khi r = Ì, ta cố 
(< 


) SÀ (cosø + /sinø)” = cosnø + ¡/sin nợ. 
A. De Moivre 


(1667 — 1784) Cả hai công thức đó đều được gọi là công thức Moa-vrơ. 


5 
Ví dụ 5. (1 + DM= Iv2|es7 + rán? | 


4 


= (2) C 1 +¡rsin 1 


b) Ứng dụng vào lượng giác 

Công thức khai triển luỹ thừa bậc ba của nhị thức cosø + 7sinø cho ta 

(cosợ + 7/sin ø)` = cos” @ + 3cosF Ø(ïisinø) + 3cosø(sin ø)ˆ + (/sin ø) 
= cos” @T— 3cosØsin” @ + ¡(cos Ø@SinØ — sin” ). 

Mặt khác, theo công thức Moa-vrơ, 


(cosø + /sin ø = COS3@ + /sin 30. 


Từ đó suy ra 

COS3@ = cos” @T— 3cosøsin? @ = 4cos” @ — 3cOSØ, 

sin3@ = 3cos” Ø@SIn Ø — sin” @ = 3sInø-— 4sinỶ Ợ. 
Tương tự, bằng cách đối chiếu công thức khai triển luỹ thừa bậc ø của nhị 
thức cosợ + /sinø với công thức Moa-vrơ, có thể biểu diễn coszø và sinøø 
theo các luỹ thừa của cosø, sinø. 
c) Căn bậc hai của số phức dưới dạng lượng giác 
Từ công thức Moa-vrơ, dễ thấy số phức z = r(cosø + /sinø), r >0 có hai 


căn bậc hai là 


Ýr(eos= + isin) 


và —r(cos= + isin ) = ý[ss +7) + isinCC + »)] 


âu hủi và hài tập 


27. Hãy tìm dạng lượng giác của các số phức : Z ; —z ; — ; &z (ke ì trong 


\Ị|— 


mỗi trường hợp sau : 
a) z=r(cos@+¡sinø) (r>0); 
b)z= 1+ V3¿ 
28. Viết các số phức sau dưới dạng lượng giác : 


v3. 


AY >3 21272 <#J3)(E+7f: HE, : 
l+¡ 
b) 2/(V3 — j) ; 
1 
vn ng 


đ)z = sinø + ¡cosø (ø e R). 
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29. 


30. 


31. 


Chú ý : Có thể dùng máy tính bỏ túi để chuyển đổi dạng đại số với dạng 
lượng giác của số phức z z 0. Chăng hạn, dùng máy tính bỏ túi CASIO 
ƒx - 500MS để : 


1) Đổi từ dạng đại số z = 1 + v3¡ thành dạng lượng giác z = 7(COSsØ + rsinø) 


thì (đặt ở chế độ "rađian") ấn liên tiếp 


l l4 3 [= | : trên màn hình hiện 2 


(tức là r = 2) ; ấn tiếp 


: trên màn hình hiện F= 1,047197551 (tức là ø ~ 3): 


2) Đổi từ dạng lượng giác z = 2(cos2 + /sin 3) thành dạng đại số z = đ + bỉ 


thì (đặt ở chế độ "rađian") ấn liên tiếp 


; LISIIEIE=]› BE] 


trên màn hình hiện 1 (tức ø= l); ấn tiếp 


[r| trên màn hình hiện F = 1,732050808 (tức là b ~ V3). 


Dùng công thức khai triển nhị thức Niu-tơn (1 + ¡)! và công thức Moa-vrơ để 
tínlt: X14 Co 5E ibesssuef Ca i6: 

Gọi M, M' là các điểm trong mặt phẳng phức theo thứ tự biểu diễn các số 
z=3+i,z'=-—3)+(+34/3)i. 


+1 


a) Tính ^—- 
Z 
b) Chứng minh rằng hiệu số acgumen của z' với acgumen của z là một số đo 
của góc lượng giác (OM, OM'). Tính số đo đó. 
: 2 `. 1 . 
Cho các số phức w = su +ï) Và #£= 2{l + i13). 


: : ` 7 ¬ `. :A 
a) Chứng minh rằng zạ¿ = COST +rsin 12° ZL” Z08› Z2 = Tiến là các nghiệm 


của phương trình zŸ — w = 0. 


b) Biểu diễn hình học các số phức zạ. z¡. z¿. 
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32. 


KKI 


34. 


âu 


3ó. 


Luyện tận 


Sử dụng công thức Moa-vrơ để tính sin4ø và cos4ø theo các luỹ thừa của 
SsinØ@ Và COSØ. 


Tính 


3=” 


“.. 


21 
i l§ 5 + 3ixJ3 
l+¡ï Í Ï=<2#vJ3J ` 
Cho số phức w = -s4 +73). Tìm các số nguyên dương ø để w” là số thực. 


Hỏi có chăng một số nguyên dương ø để w'” là số ảo ? 
Viết dạng lượng giác của số phức z và của các căn bậc hai của z cho mỗi 
trường hợp sau : 

` `. 
a) Ìz| = 3 và một acgumen của ¡z là 7 
b) lzÌ = : và một acgeumen của E là s. 

SA ng bi IET luc: 

Viết dạng lượng giác của các số phức sau : 
a) I—itan— ; b) tàn Sử #2 

` 8 Í 
c) l—cosø —/sinø (øce R, # k2n, k e 2). 


Bài đọc thêm 


CĂN BẬC n CỦA SỐ PHỨC 


Tương tự định nghĩa căn bậc hai của số phức, ta gọi số phức z sao cho z” = w là 


một căn bậc z của số phức w (n là số nguyên cho trước, ø > 1). 

Rõ ràng chỉ có một căn bậc z của w = 0 là 0. 

Khi w # 0, ta viết w dưới dạng lượng giác w = R(cosz + /sinz), R >0. Ta cần 
tìm z = r(cosø + /sinø), (>0) sao cho z” = w. 
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Theo công thức Moa-vrơ, z” = w có nghĩa là 
r” (cosnø + isinnø) = R(cosø + isinø), 


tức là r” = R và nọ = œ + k2m, (k e Z). 


+ k2 
Từ đó r = tÍR, @= “~*“““ tức là 
H 
k2 
z= tÍR Ieo|2 +) + nn( 2+ | 
H H H H 
Lấy k =0, l,...,  — I, ta được ø căn bậc ø phân biệt của w. 
Ví dụ 
: II... ¬ : 
Số w =¡= COS2 + sim có ba căn bậc ba là y 


5Œ; 


¬ -- 
24 — MiDP TMNI 2723 


= ¿C8 +0); 
2 
UNG/ .s. [7T 41\)_ .., : 
Z3 — co[Z SI =] + pin + “) = =Í., Hình 4.9 


(trên hình 4.9 có ba điểm A, B, C theo thứ tự biểu diễn z¡, z;, z4). 


Chú ý : Nếu w #0 thì các căn bậc ø (>3 cho trước) của w được biểu diễn 
trên mặt phẳng phức bởi các đỉnh của một z-giác đều nội tiếp đường tròn tâm Ø bán 


kính 1|. 


0âu hủi và bài tận ôn tập chương IV 


37. Tìm phần thực và phần ảo của mỗi số phức sau : 
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a) (2— 30” ; 
3+ 2¡ l—¡ 
am. 


c) (x+ by)“ - 2(x + y)+ 5 (x, y c R). Với x, y nào thì số phức đó là số thực ? 


38. 


39. 


40. 


4I. 


42. 


Chứng minh rằng nếu |z| = |w| = 1 thì số 


z+W 
l+zw 
là số thực (giả sử 1 + zw # 0). 


Giải các phương trình sau trên C : 
a) (+3—ÖÐĐ-6Œ+3—i)+13=0; 


: 2 . 
5 S7) 13 Ä =Ö› 


Z— 2i Z — 2i 
c) (z7 +1 +( +3) =0. 
Xét các số phức 
Z¡ =6 —iA2, z2 =—2- 2i, zạ =1, 
a) Viết z¡, z¿, z4 dưới dạng lượng giác. 


Ô ca. cn. XU NT 1... 
b) Từ câu a), hãy tính COST và sin1z- 


Cho z = (N6 + X42) +¡(\6 - V2). 


a) Viết z” dưới dạng đại số và dưới dạng lượng giác. 
b) Từ câu a), hãy suy ra dạng lượng giác của z. 
a) Bằng cách biểu diễn hình học các số phức 2 + ¡ và 3 + ¡, hãy chứng minh 


1 


_. - 
7) thla+b=E: 


: : l + 
răng nếu tan = » tan 5 = 3 VỚI 4, Ð € ịo : 
b) Bằng cách biểu diễn hình học các số phức 2 + ¡, 5 + ¡ và 8 + ¡, hãy chứng 


: N " l _.'  .=- _1 : 
minh răng nếu tang = -, tanb = c, tan VỚI đ, b, c € l9; ;] thì 


7 
+b+c=— 
a+b+c 1 
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Bài tập trắc nghiệm khách quan 


Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 


43. Phần thực của z = 2¡ là 


(A)2; (B)2¡; (@)0; (D) 1. 
44. Phần ảo của z = — 2¡ là 

(A)-2; (B)-2¡; (@)0; (D)-I. 
45. Số z + z là 

(A) số thực ; () số ảo ; (@0; (D)2. 
46. Số z_— z là: 

(A) số thực ; (B) số ảo ; (@0; (D) 2¡. 

=: _ 

47. Số TRE bảng 

(A)1+i; — 2-0; (1-¡; — (Đi 
48. Tập hợp các nghiệm của phương trình z = Ệ = 7 là 

(A)t0;:I-7; (B)({0); (@)(l-i]; (D) (0, 1}. 
49. Môdun của l — 2¡ bằng 

(A)3:; (B) V5 ; (2; (D) I. 
50. Môdun của —2¡z bằng 

(A)-2l|; — Œ)V2z: ( 2lz| ; (D)2. 
51. Acpgumen của —l1 + ¡ bằng 

(A) - + 12x Œe 2): (B) —7 + k2m (ke Z) ; 

(C) 7 + k2n (ke Z); (D) + k2n (k e Z). 
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52. Nếu acgumen của z bằng " + k2 (k e Z) thì 


(A) Phần ảo của z là số dương và phần thực của z bằng 0 ; 
(B) Phần ảo của z là số âm và phần thực của z bằng 0 ; 
(C) Phần thực của z là số âm và phần ảo của z bằng 0 ; 


(D) Phần thực và phần ảo của z đều là số âm. 


53. Nếu z = cosø— isinø thì acgumen của z bằng 


(A) ø+ k2n (ke Z); (B) -ø + k2 (k e Z); 
(C ø+m+k2nm (ke Z2) ; (D) ø+ 2 + 2n (k e2). 
54. Nếu z = —sinø — /cosø thì acgumen của z bằng 
(A)—5+Ø+ 2n (€2): (B) =2 ø+ k2n (€2): 
(C 2+ ø+ k2n (ke Z2) ; (D) x— ø+ k2n (k e Z). 
Câu húi và hài tận ôn tập puôi nắm 
I- BÀI TẬP TỰ LUẬN 
1. a) Chứng minh rằng hàm số ƒ{x) = e” - x - 1 đồng biến trên nửa khoảng 
[0 ; +). 
b) Từ đó, suy ra eÏ>x + 1 với mọi x > 0. 

2. a) Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số ƒ(@) = 2x” — 3x” — 12x — 10. 
b) Chứng minh rằng phương trình 2xŸ — 3x” — 12x — 10 = 0 có nghiệm thực 
duy nhất. 

c) Gọi nghiệm thực duy nhất của phương trình là z. Chứng minh rằng 3,5 < øz< 3,6. 

3. Gọi (C) là đồ thị của hàm số y = Inx và (DĐ) là một tiếp tuyến bất kì của (C). 


Chứng minh rằng trên khoảng (0 ; +œ), (C) nằm ở phía dưới của đường 
thăng (D). 
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10. 
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Một xưởng ¡in có 8 máy in, mỗi máy ¡in được 3600 bản ¡in trong một giờ. Chỉ 
phí để vận hành một máy trong mỗi lần ¡in là 50 nghìn đồng. Chi phí 
cho ø máy chạy trong một giờ là 10(6» + 10) nghìn đồng. 

Hỏi nếu ¡n 50000 tờ quảng cáo thì phải sử dụng bao nhiêu máy để được lãi 
nhiều nhất ? 


Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ƒ(x) mm... trên 
X-x?+x+6 
đoạn [0; 1]. 
X 
a) Cho P(z) = 


và hai số ø, b thoả mãn ø + b = 1. Hãy tính P(ø) + P(). 
P¿ 


42 


l 
log, 2-slog œ5 
b) Hãy so sánh A = Ä18 và 8 = ñ : 


a) Chứng minh rằng nếu z và b là hai số dương thoả mãn z” + bˆ = 7ab thì 


a+b_ 1 
lOg+ 3 = 2(log; ø + log; ð). 


b) Biết z và b là hai số dương, ø # l sao cho logb = V3: Hãy tính 


log 


ni 
BẾP JES= 


2tanx 


a) Tìm đạo hàm của các hàm số y = cosx. © và y = log›(sin). 


b) Chứng minh rằng hàm số y = eˆ" + 2e~* thoả mãn hệ thức y"— 13y'— 12y = 0. 

~ ^ * ? x: ` “ Xx * ` + % x 
a) Vẽ đồ thị của các hàm số y = 2, y = (2) và y =(*3) trên cùng một mặt 
phẳng toa độ. Hãy nêu nhận xét về vị trí tương đối của ba đồ thị đó. 


b) Vẽ đồ thị hàm số y = logav. Từ đó hãy suy ra đồ thị của hàm số 
y=2+logxx và đồ thị của hàm số y = logaz(x + 2). 


Giải các phương trình và hệ phương trình sau : 


c2) 2 
a) 8IẾ" * + 81°95 Z~ 40; b) lop (Ingi =3: Xử lí : 
2 $ 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


1: 


2⁄8” =2N2, 
c) 4logx+l 6Ìosx . 2 alogx”+2 =0; d) v2 


I 1 1 
logo E8 + bia 2108; (9y). 


Tìm tập xác định của các hàm số sau : 


a)y= log[l — log(x7 —5x+16)| ; 


1 
b)y= . +x+6)+ Tàn 


Tìm nguyên hàm của mỗi hàm số sau : 


a)y= xq + x3 : b) y = cosx sin2x ; c)y= 5 
COS“ x 

Tìm hàm số ƒ, biết rằng ƒ'{+) = 8sin? ls ` 5) và ƒ(0) =8. 
Tính các tích phân sau : 

| | | 

dx dx 

a) | 5 ' b) |———— › c) là súc 

TT TP sói Đố đu đẻi 0 


Tính diện tích các hình phẳng giới hạn bởi các đường 

a) y+ x2 =0 và y+3x7 =2; 

b)y “—4x=4 và 4x— y= l6. 

a) Cho hình thang cong A giới hạn bởi đồ thị hàm số y = e”, trục hoành và các 
đường thẳng x = 0Ö và x = 1. Tính thể tích của khối tròn xoay tạo được khi 
quay A quanh trục hoành. 

b) Cho hình phẳng Ö giới hạn bởi parabol y = xŸ + 1 và đường thẳng y = 2. 
Tính thể tích khối tròn xoay tạo được khi quay B quanh trục tung. 

Cho các số phức z¡ = l +¡, z¿= 1— 2¡. Hãy tính và biểu diễn hình học các 


số phức : 


2, : `... 
Z[ ¡Z1Za; 24— Z2; Z2, Và <<: 
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18. Tính : 
a) (V3 +¡} ~(V3-/Ÿ : b) (M3 +¡] +(V3-/} : 


Ä3 n3 j5 E7” 
©) (3 +¡] -(-¡) › “na 


+› biết rằng |z|= 1 và z s BE 


19. a) Xác định phần thực của số phức LEIE 
Em 


z+1I 

z—l 

20. Xác định tập hợp các điểm M⁄ trên mặt phẳng phức biểu diễn các số phức 
(1+73)z+2, trong đó |z— 1|<2. 


b) Chứng minh rằng nếu 


là số ảo thì | z | = 1. 


21. Tìm các căn bậc hai của mỗi số phức : 


-§+6ï ; 3+4i và 1—22A/2¡. 


22. Giải các phương trình sau trên C : 


a)z7—3z+3+i=0; 
b) z7 — (cos + 7sinø)z + ¡sin@cosø = 0, 
trong đó ø@ là số thực cho trước. 


`. thi 


2 


œ 


II- BÀI TẬP TRÁC NGHIỆM KHÁCH QUAN 


Trong mỗi bài tập dưới đây, hãy chọn một phương án trong các phương án đã 
cho để được khẳng định đúng. 


bi -2x2 +3x+I 


24. Hàm số ƒ(x) = e3 


(A) Đồng biến trên mỗi khoảng (—œ ; 1) và (3 ; +œ) ; 
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5: 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


(B) Nghịch biến trên mỗi khoảng (—œ; l) và (3 ; +œ) ; 

(CO) Đồng biến trên khoảng (—œ ; 1) và nghịch biến trên khoảng (3 ; +œ) ; 
(D) Nghịch biến trên khoảng (—œ ; 1) và đồng biến trên khoảng (3 ; +œ). 
Hàm số ƒ(x) = sin” x — 2sin x có giá trị nhỏ nhất là 


ẨÑ)j<c Œ) 0; ( -1; (Ð) T3: 


Gọi (2) là đồ thị của hàm số y = \x2 +x. Khi đó 

(A) Đường thẳng y = x + 1 là tiệm cận xiên của (2) (khi x —> +œ) ; 
(B) Đường thẳng y = x + 5 là tiệm cận xiên của (2) (khi x — +) ; 
(C) Đường thẳng y =—x là tiệm cận xiên của (2) (khi x —> +) ; 
(D) Đồ thị (2) không có tiệm cận xiên (khi x —> +). 


Đồ thị của hàm số y = x—##1 tiếp xúc tại điểm (1 ; 1) với 


(A) Parabol y=2x7— 1; (B) Parabol y=+x”; 
(C) Parabol y=—v” + 2x; (D) Đường thẳng y= 2x + 1. 
Chóiiigố ioh 08 A0NfX Si)” s6if= TH+T"Ẻ Khi đó 
(A)X>Y:;: (B) X< ÝY; 
(C)X>Y: (D) X<Y. 

a+b dự. b 
Cho hai số không âm z và b. Đặt X =e 2 và Y=“ — . Khi đó 
(A)X>Y;: (B) X<ÝY; 
(C)X>Y; (D) X<Y. 


Cho (2) là đồ thị của hàm số y = logax. Ta có thể suy ra đồ thị của hàm số 


y = logz2(+x + 3) bằng cách tịnh tiến (2) theo vectơ 


(A)v=@;D; (Œ) ÿ=G;-1); 


31. 


32. 


kh 


34. 


35. 
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(O ý =(C3; 1) @D) ÿ =(C3;-1). 


Cho hàm số ƒ(+) = logz(x“ + I). Khi đó 
(A)ƒ0)= ` sì BÌ:J.00) eu e 
(€)/ƒ)= ¬¬ : (D) ƒ#') = ¬ 


Biết rằng đồ thị của hàm số y = z” và đồ thị của hàm số y = log„x cắt nhau tại 


điểm (42T! : V2). Khi đó 


(A) a>1lvàb>1; (B)z>lvà0<b<1; 
() 0<a<lvàb>l; (D)0<za<1và0 <<]. 
Cho hàm số ƒ(+) = 2x) h= . Khi đó 
3 VN 
(A) |/@ . ®) [7 Xi = + C+€: 
x* x* 
- x3 
(O |ƒ@œ)dx =2x)—~ + ; (Đ) [ƒ@ Mược vẽ cC 
# S5” 


Nếu z là một số thoả mãn các điều kiện : 


a 
ac Ẹ ` Š và [cos+ + a7)dx = SsIna 
0 


thì 
(A)a=1m; (B)z= 4n ; 
(@ a=24z ; (D)øz= 42x. 


Gọi Š là tập hợp tất cả các số nguyên dương & thoả mãn điều kiện 
e 
| ïhẺ với cổ 2E 
GÊÊ - 


Khi đó 
(A)S5= H); (B)S= 12]; 


()S={1;2}; (D) S= Ø. 
36. Cho số phức z tuỳ ý. Xét các số phức œ = z” +(Z)“ và Ø=zZ+i(z—). 
Khi đó 


(A) zlà số thực, là số thực ; (B) ø là số thực, đlà số ảo ; 
(C) #zlà số ảo, là số thực ; (D) zlà số ảo, là số ảo. 
37. Cho số phức tuỳ ý z z 1. Xét các số phức 
ữ= AH -z?+( và 8= — +)” +7, 
Khi đó 
(A) zlà số thực, là số thực ; (B) ø là số thực, đlà số ảo ; 
(C) #zlà số ảo, là số thực ; (D) zlà số ảo, là số ảo. 


38. Nếu môđun của số phức z bằng r (r > 0) thì môđun của số phức (1 — D”z bằng 
(A) 4r; (B)2r; 
(CO rV2 ; (D)z. 


Sã VỊ 


HƯỚNG DẪN GIẢI, ĐÁP SỐ CÁC BÀI TẬP 


CHƯƠNG I 


4.a<0.5.—2 <a<2. 10. a) 18000 người và 
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,f>0; 
5/ 


22000 người ; b) ƒ'() = 
ứ 


c) ® Năm 1990: 0,192 ; e Năm 2008 : 0,065 ; 

e Năm 1996. 11.a) ve = ƒ(-3) = -I ; 

ye = ƒ(CD= " ; b) Hàm số không có cực 
trị; €) Ycp = ƒ(D = -2 ; ycr = ƒŒ) = 2 ; 
đ) yep =ƒ(ŒCD =1; yr =ƒ(@)=0; 


3 13 
9):Xeg SƯCD S211 3e 7015 j 
Ð ycp = ƒ(0) = -—3 ; ycr = ƒ@) = 1. 


12.3) yựy = y2) =~—2 ; yẹo = y2) = 2 ; 
b) ycp = y(0) = 22 ; 


T 
€) Ycp = . == 


Ycr =(E+z] “Ta 12+: 


đ) yey = y(@) = 2(l - cosk7) ; 


27 1 
=9|<tS +20#z|<4=: 
7cp 1 3 *) 2 


13.a=-2,b=3,c=0,đ=0. 14.a=3,b=0, 


1 
;=-—4. 16. =1; mi =“. 
ì Er000000112-- àu ai” 
17a); max ƒ(x)=l10; min ƒ(x) = -6 ; 
xe[-2;3] xe[-2; 3] 


I 
b (@)=-4; mi =5 ¡ 
lẺ”S DẠM cà 


c) min ƒ(+)= 2 ;d) max ƒ(*) = 4; 
x>0 xe[2; 4] 
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2 
In ƒ(3⁄)=-4 ; =3; 
TT #@œ) ©) lun #@) 3 


3 
1 = 2 : —= —. 
TU ƒ@) sšT) Ti ƒ@) 5 


3 
18. =3 ; miny=-—~ ; 
An NI XE” A2 
b) max “ác ; min =3) 
xi 7T 16 * Đ tuân 2” 
19. BM = : Khi đó diện tích hình chữ nhật là 
v3 ; 


S= s2 . 20.” = 12 (con cá). 


1 1 
21.8) yer = ƒCỦ =—2 ï Xep = ƒÚ) =2 ¡ 


bì xụy =/[S2]=62 t9 vep =/@)=VŠ ¡ 
đ) Hàm số không có cực trị. 22. z > 0. 

23. 20mg ; độ giảm huyết áp nhiều nhất là 100. 
24. M(—1; 1); AM = AJ5. 25.9 kmjh. 

26. a) 375 người/ngày ; b) ngày thứ 15 ; 

675 người/ngày ; c) Từ ngày thứ II đến ngày 
thứ 19 ; d) Hàm số ƒ đồng biến trên |0 ; 25]. 


27. a) B,21M-AD 2 tG: SÀN ng : 
xe|—3;1 xel|—3;l 


b) TAX ƒ()= 2 - Đ Ea Là =-~2 ; 


s[-2:2] 
) max ƒ(0) = 3: min ƒ(1) =—. ¡ 
c max x)= ; min x = 
d) max /0)= SỐ, min ƒQ@)== 


xe _—n = _—n 
3 2 2 


28. Hình vuông có cạnh dài 10 cm. 


3 
=X+— 
2Ð. ì T lÌng 4 ? 
29 (3:-g): ;Y=2X“; 
King: ` 
8 
x=X~+I 
ĐÁ-3):| 1IY XP; 
2 y=fY-~ 2 
2 
1 
=X+= 
LIẾ Hì  IL, 8 › 
lịc:—]: Y=-4X 
c) (53) .. L Là 
sp vàn TẾ 
=X 
d)7(0;—5); JŸ ,Y=2X? 
y=ểfY-5 
x=X~+I 3 
30.a)I(1;—I1); b) ; Y=X -3X ; 
y=Ÿf-l 
"`... cung : 
€)y=-3x + 2. 31. ;Ÿ =——; 
4 y=fY+2 h$ 
32.a) (1; 1); b) T1; 3). 
x=X+# , 
tị DU 
y=f+ờy 
34. a) Tiệm cận đứng : =n ; tiệm cận 


ngang: vã ;b)x=-—3;y=—2; c) Tiệm cận 


xiên: y=x+2; tiệm cận đứng : x = 3 ; 
d) Tiệm cận đứng x = " tiệm cận xiên: 
y sẵn 2 ;8x=lix=-liy=0;0x=-1; 


y=0. 35. a) Tiệm cận đứng : x = 0 ; tiệm cận 
xiên:y=x—3;b)x=0;x=2;y=x+2; 


= 


(khi x — —œ) ; b) y = 3x (khi x — +œ), y = x (khi 
x—>—œ); €) y= 2v (khi x —> +œ) ; y = 0 (khi x —> —œ) ; 


-s ; 36. a) y = x (khi x —> +), y = —Y 


1 
dy=x+ 5 (khi x —>+œ), 


y=x ng (khi x — —œ). 


37. a) y= 2x (khi x—> +œ); 

y =0 Œhi x  —%) ; 

b) y=x- 2 (khi x — +œ) ; 
y=-x+2 (khi x—> —œ) ; 

c) y=x (khi x—> +) ; 
y=-— (khi x —> —œ) ; 

d) x=l1,x=-l,y= l. 


x=X+3 

38.a)x=3;y=x+lI;b) 73; 4), 
y=ŸY+4; 
S2 NI 39.a) J(_—2 ; -3); J1 cổ 
== XỈ = , , = X , 


b)7(5;2); Y=X+c. 40.b) y = —3x - 5. 


41.b) em <—1 hoặc 7 > 3 : I nghiệm ; 
® m =—] hoặc 7m = 3 : 2 nghiệm ; 


e—l <m<3: 3 nghiệm. 


8 7 
43.c) y x và y=— X 
3/3 3 


45.b) em <—2 hoặc 7m >2 : l nghiệm 
® m——2 hoặc m = 2 : 2 nghiệm ; 
e—2<m<2: 3 nghiệm. 


46. a) m< —1, 2 <m < 3,m >3. 48§. a) m > 0; 


b) y : xà vi y= : ga” 
3⁄6 12 36 12 
53.b) y š ¬.... 


54. b) Đồ thị của hàm số y = -l+ : là 
x+l 


hình đối xứng của (% qua trục hoành. 

55. b) y=3(x-— 2). 56. b) Giữ nguyên phần 
của () nằm phía trên trục hoành và lấy đối 
xứng phần của (2) nằm phía dưới trục hoành 


qua trục hoành. 
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› 1 
57. b) Hai giao điểm : A(0; 1), B[Ts : ;] : 
c) Đường thẳng y = 1 là tiếp tuyến chung của 
(#) và () tại A ; phương trình tiếp tuyến của 


(#) và (  ) tại B, theo thứ tự, là y = 3x tổ 


1 
và ĐI TIÊN 


; đ) Trên (= : s (4) 
nằm phía dưới (0) ; trên (-š ị 0] và (0; +œ) 
() nằm phía trên (3. 

58. b) e m < 0 hoặc m > 12 ; e® m < 0. 


60. O2(0;0); y=Šx 


2 m 
61. Tiếp điểm : Lớc: : T (1- cot 'ø] 


63. c) m <—3 hoặc —3 < m < Ú. 
64.a)a=—2;b=-—3. 

65.b) m< 4— 2A6 hoặc m > 4+ 2A6 : 

c) Phần của đường thẳng y=5x-2, với 


6 v6 


I-—. l+—.66.a= 
x< 3 +» Ta a 


67. 19a) T(x) = 0,0001x” + 0,2x + 10000 ; 


10000 


b) Ä⁄(+) = 0,0001x + +0,2 ; x = I0000 


(cuốn) ; 2”. b) 573 < x < 17427 ; c) 9000 (cuốn) ; 


71 triệu đồng. 70. r = Ñ : ;hụ= qEEE 
2m 1 


71. Độ dài hai cạnh còn lại đều là 5cm. 


73.a)p<0.74.b) y = -3x+l ;c) m > -3. 
75.b)m=9 WeC 

\ =2 
78. b) Giao điểm của (9) và (7) là A(0; 1); 
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c) Trên (—œ ; —1) và (0 ; +), (9) nằm phía trên 
(7: trên (—I ; 0), (9) nằm phía dưới (?. 


80. (B) 8§1.(C) 82.(D) 83. (D) 84. (A) 85. () 
86.(B) 87.(A) 8§.(C) 89.(D) 90.(B) 91.(C) 
92.(A) 93. (D) 94. (B) 95.(C) 9%. () 
97.(D) 98. (A) 99.(C) 100. (D). 


CHƯƠNG II 


1. a) Sai ; b) Đúng ; c) Sai ; d) Sa. 


` 25_ 12 
2. Điều kiện C. 3. 2 ; 36 ; — ; —. 
iều kiện C. 3 ;36: 1c s 
80 116 
4.a) ——— ;b) —;c)12; d) 10. 
a) 27 :Ð) -Tc ;©) ; đ) 10 


5. a) ab ; b) 2a. 


6.a) Ä3 > A2 ;b) V3 + 4/30 > Ä/63 : 


@ X7 +xJ15 < v10 +328. 
T7. HD : 71+5\2 =(1+A2. 
8.a) Ấb ;b) 2Ÿab ;c) l;d) va. 


10.a) HD : 4+2A3 = (J3 + 1Ÿ 


Bi = (2#). 


5 
11. a) ()° =j3 HỘ: bỳ 490 s 499. 


— 3 
4 _—— 
©) B =42.2 ; đ) 7⁄9 >4, 12. Điều 


kiện B. 13. Điều kiện C. 14. Điều kiện 0 < z< I. 


15. _ ;4; 3. 16. đ; a. 17. 21,59 triệu đồng 


_2 1 


5 a \l5 212 h 
18.a) x!? .Ð$ 9] :đ) a!, 


2a*2 


19. a) đ ;b) 4”; €) —————>;d) 
aÝ2 _ pY2 


+" —y"Ì. 


20. a) Khi ¿ z I th z= 0; khi a = I thì ø 


tuỳ ý; b)-3<øœ<3.2l.a)x=I;b)x= I 


và x = l6. 
10) 
2 
22. a) lx|< #3: b) x>Ñ7;e) x> Ñ2 
x<-192, 


d) x < 5. 23. Khẳng định d). 
24. a) Sai ; b) Đúng ; c) SaI ; d) Sai. 
25.a) log„x + log,y ;a>0,a# 1, 


x>0,y>0;b) log„~ ;a>0,az1,x>»>0, 
y 


y>0;c) œlog,x;a>0,a#l1,x>0; 


d)b;a>0,az1,b>0. 
26.a)a>1;b)0<a<T†. 


27.1;4;0;-2; 


1 3 
: . 28.-3;1;3;-—2. 
cac 2 8 3; sả; 


29.18; 32; To ¿ 32. 30. 8) x= 625 ; b)x= =8; 


©)x=25;d)x= 5,5. 31. 1,65 ; 1,29 ; -0,13 ; 


—0.,42. 32. a) b ;b)-2;c) 5 ; đ) 3. 


33. a) log; 4 > log, 2 :b) 398611 ` 7loge02, 


34 ..a) log2 + log3 > log5 ; 
b) logl2 — log5 < log7 ; 
c) 3log2 + log3 < 2log5 ; 
đ) I+ 2log3 > log2/. 

35.a)8;b) II. 

36.a) x = a!b” ;b) x=aˆ.b, 


37.a)2œz+2Ø8-2;b) 2ø +3: 


38. a)0;b) log18V2 ; 
c) 20lo dc 3 ;d) lo sa 
g2~ 5log3 ; đ) logic. 
1 


39.a)x=3;b)x=7;c) x= . 

40. M,, có 10 chữ số ; M,;; có 39 chữ số ; 
Msosa¿¿ có 420921 chữ số. 

41. 4 năm 2 quý. 42. Sai từ In(2e) = lne + lne. 


2a-— 2b. 


43. 2a + 3b; 4aT— 2b; 2b — 2a; 
45. 900 con ; 3 giờ 9 phút. 

46. ~ 82 235 năm. 

47.a) ax 863 188 841,4; b) ~x 52,5 mmHg. 
48. a) —3e” ; b) —3. 49. a) y'= (2xT— 1)e^^; 


Nếc: 2x|(œ +1)e* + || | 


` l * —X * (HE l X _ a * 
c)y = se +e ):0y = se e } 
50. a) Đồng biến ; b) Nghịch biến. 


52. Ta có bảng sau 


1 độ lớn 
STT| Loại âm thanh = 
: l (1) 
1 | Ngưỡng nghe 1 0dB 
2_ | Nhạc êm dịu 4000 | 36 dB 
3 ⁄ 
Nhạc mạnh phát ra 6.8x10Š 88 dB 


từ loa 


4 |Tiếng máy bay 2 3x10!2|124 dB 


phản lực l 
5_ | Ngưỡng đau tai 1013 |130dB 
533.a)3;b)0. 


34. a)y= 3lnˆx+ ¬—— P 
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, xinx7 2\x? +1 
DỊ = + ; 
x2 +1 lỆ 
X 
'—Ị Sa ` 
kề. "St: xu 
2 In(+x7 +1) 
0)“ = SN: 
x+] X 


55. a) Nghịch biến ; b) Đồng biến. 
57. (C¡) là đồ thị hàm số y = x” ; 


1 


(C2) là đồ thị hàm số y = x 2 ; 


3 


5x4 In” 5x 


58. a) y'=2n(2x +1)” Í;b)y'= 
2x2 ,li+x° 
G)y = Ñ ; 
1-x” WI->+° 
xXÝ Tà 
jy'=l—||=| — 
z5] 5)“ 


59. a)~0,91 ;b)~-—2,61. 


61.a)0<x<1;b)2<x <8. 


62.a)x<0;b)x>2. 

68. 8) x= =2. Gợi ý :2—- 53 =@+ Vy 1; 
b)xe {0;3};c)x=1;d)x=0. 

64.a) xe {_—1; 2)}.b)x=2. 65.a)k=53; 
az 1,096 ; b) đx~ 25,119logF — 43,312. 

c) 


F|53|60 |80 |100 |120 |140 |160 


đ J0 |1,3514.49 [6.93 |8,9110,60 12 


66.a)x=2 ;b)x=6. 


67. a)x= ;b)x=9. 


I 
#3 


68. a) S= {2; loga2— 1};b)x=0. 
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69.a)5= (10; l6} :b) 8= {2 


"1". 
° 16 , 


70. a) x = log„ (log; 4) ;b)x= 4.” : 
3 


KP) 


cS=133;3 95 


e)9= (2;~( +logz2)) ; đ) 9= {5 ; 5]. 
71.a)x =1 ;b)x=2. 
72.3) = [@:13)2118:2)1.5 


1 1 
b) œ :9)= [3:5]-T8.8) 6i) = C20): 


Ð.œ:) = [Š 


c€)+x= 100;d) x=0. 


:ÿ]- 8x =l ;b)x=0; 
75. a) 5 = [loga28 ; loga82 - 4} ; 
b)S= l2) ;©) §= (~25;~1 ]; 


log bê 
O082—= 
d)x= 4 „ 


) 


- 76,8) x = l0B =¡ 
—:” 


b)x =e 7;c)$ ={2;16};d)9={27;2. 


77. a) x= 2 +Ắn ;b)x=+ 3 + Âm. Gợi ý h 
Đặt ¿=4!?°978.a) x=— 1 ;b)x=2. 


79.a) (x;y)=(©2;0);b) %;y)=(2;5). 


80. a) x<0,5 ;b)x> cả: 
81. a) 3 <x<2;Ðb) s<z<E : 


9)8=[1;2)0;41:đ) 2 Sx< 2: 


82.a)0,5<x<4;b)§S=(0;1); 
83a) S= CN 5 ;—2)©2(1; V5) ; 


| 
b)§= | :1]:4:4)p <4 c)p >4 ¡9)p>4 1 
d)q>p. 8Š. Hướng dân : 
1 K: —x co * mà 
1+2 c7 [=zÉ +2) 
86. a) 2! = 1024 ; b) % ;€)—H. 
87. Hướng dẫn : 


AJloga 2.loga 4 < 2(l0s; 2+log; 4) : 


1 
90. S =—— x2,08I.91.a)a>l; 
OAB In22 


b)0<z<1;c)a>1;d)0<a<l†. 
92. 7~ 3574 (năm). 93. a) x = 10 ;b)x=-—2 ; 
€)x=1,5;d)xe {-1,5; —I}. 


l| 
94.a) xe z:2} ;b)x=1l;c)x= l3; 
d)x=3.95.x = 1. 
96. a) (x; y)=(6;2);b) (x; y)= (12; 1). 
97, a) [o:z]©[4#:+) : 


b) —œ; 0] ©2 [loga5 ; 1) ; c) (4 ; +). 


98. (C) 99. (D). 100 (B). 101. (B). 
102.(C) 103.(C) 104.(D) 
105.(C). 106.(D) 107. (A) 
10§.(B) 109.(C) 110. (Bì). 
CHƯƠNG II 
2 4 ? 
VỀNG.- xu 2 se” : 
1a)x + -+C,;,b) 2 2 +7x+C ; 
“.. : 
—h ÝỶ £ ly k2 223 
c) 5 33 +C ;d) —x”+C; 
2x 3 4 
v0) v23 
S) TH1g1C: 2Ẩ4) 2# +—x”+C; 


b) 2g Si đúc: :e) 2x—sin2x+€ ; 


x 


đ + T sin4x 


5 +C.3(C). 4. Đúng vì -/x làmột 


I 
nguyên hàm của ƒ). 5. a) =6(1— xŸ)2 +€ ; 


5 
b) 2 V5x+4+C€ :€) "“"=“..ố 


2 


đd) ———=+ŒC.. 
1+xx 


6. a) 2xcos2 + 4sinS +C; 


b) x2 sinx + 2xcosx — 2sin x + C b 
ớj xé” e7 4 +0) `ự In2x) Ni. C 
J4 16 
I = 
7. a) _ức 3x?)2 +C. HD : Đồi biến 
2 lý 
u= 7— 3x“ ;b) 5i THẾ NT 2R)<E ? 
HD :Đốïbiến w = 3x + 4 ;C) sianGx +2)+€C. 
Š* Lư 1+ 6| X 
HD : Đối biến w = 3x + 2 ; d) 2sn 3 +C. 


HD : Đồi biến w = sinŠ.. 


3 
3 6 3 
8.a) lai) +€.HD : Đồi biến w = ——l; 
18 1=” 
„(9 
b ẹ 
) st 


HD : Đối biến w = vn ~] . 

c) e*f(+x? -3x”+6x—6)+€ ; 

đ) 203x=9 e9S-9 — e3x-9) 2C, 
HD : Đổi biến ¡ = V|3x— 9. 


VU) 


9,a) 


1 1 1 
zx sin2x + 2ZC052x — 8m2+ +C; 


2n : l 
b) a1 Inx- ø+Ÿ +CŒ;c) ssin"x+€; 


d) . +€.10.a) 21; b) 2,5 ; c) = 
11. a) 10; b)—12; e)—2; đ) l6. 


12. 4. 14. a) T — 1; b) 1280m. 


4300 625 
15. PS THỦ 16. b) B8 63,78 (m). 


17. a) 2042 ~ 1). HD ; Đổi biến „= x+l ; 
b) z-HD : Đổi biến w = tanx ; 

c) Tạ-HP : Đổi biến „ = 1+ ` ; 

đ) s:HD : Đổi biến  = 4+ +” ; 

e)4. HD : Đổi biến w = 1+ 3” ; 

là) c:HP : Đổi biến w = l — cos3x. 


l+e" 


2 ; 


18. a) Sm2~2 ;b)e;c)T— 
7 
đ) —-I. 
}2 
3 
19. a)/ = [du = 243 ; b) Hà 
0 


HD : a) Đổi biến u = f` + 2t. 


SẠC sẽ Á 

= Í# bdu014 -faÐŸ.: 

20. a)I lạt dụ = 9% —1;b)2 
HD : a) Đối biến w = 5 — 4cosf. 


21.(B) — 22.a)HD: Đổi biến w = 1 — x. 
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23. a) —3 ; b) 3. 
cề —.€ 
24. a) . HD : Đổi biến u = 3` : 
In3 3 
| 
b)/= [+2 du = = : 


0 
HD : Đối biến  = Inx ; 
4 1 
II= 7 
©) 1= | u2 đu =2: 
1 
HD : Đổi biến w = 1+ 3x” ; 
3 


| si 
đ) 7= [ ae" du = . 
0 


9 


HD : Đổi biến w = 3x”. e) ln2. 
ln2 


25.4) 5=. :b)J= [sau = 
0 


(n2# 
~— 


2 
HD : Đổi biến w = In(@2 - x) ; c) n: . 
FÒ: 


đ) J= Ịụea = 2042 ~Ó). HD : Đồi biến 
I 


3 
u=x)+1;e) Sẽ 07 0n: TT | 
9 6 2 
1 1 64 lãi 
27. a) 2 ;b) 12 ;C) 1s - 28- 2) 3 ;b)9; 


c) 44. 29. W .30. 2/3. 31. _ .32. 3n. 


5 38 16 1 
. 2m. 34. ;D ; .35.a) 4— ; 
33. 2m. 3 8) C:Ð) 1z ¡6 235.4) 42; 
17. 22 327 T(x + 2) 
b) T7 c) -- 36. 6. 37. = 38. § 


39. mr(e — 2). 


40. 27. 41. a) ... 


3 3 
b) 4x? — 2! +€C;c) — 5 cos(x2 +l)+CŒ. 


3 


HD : Đổi biến w = x? +1; đ) : 


=——+ 
2cos(2x+]) 


HD : Đổi biến w = cos(2x + l). 


C. 


42. a) -[ _— J +(C. 
bộ 
PL .. 1 
HD : Đối biến  = —- Ì ; 
X 


(ý + 


Tc +(C. HD : Đồi biến w = x! +l; 


b) 
x c c2 


Ề b9 
sp tC;d) 90 =2x+2)+C 


c) 
(Inx) 


C. 
;SSu 


43.a) -c *(x+l)+C ;b) 
HD : Đổi biến w = lnx. 


44. ƒ(+) = 


2 _— 14 
——- 45. b = 1. Á6. a) 2 ; 


b)9;c)-2; d) =6. 48. = m. 49. 24 m/s. 


2 
KỊ! 


l in: 9 
5Ú) =7 ;b)9;c) —z:94) 7? 


56 9 
b) 1s: S2 2) 9 ; b) Phu 4m. 


321m 


54. 37m. 55. 7. 56. 37t. 57. a) 87t ; D) “=— 


58. me?” 59. a) h :b) : 60.(B) 61.(B) 


62.(D) 63.(A) 64.(B).65.(A) 66. (A) 
67. (C). 


CHƯƠNG IV 


3. +/, 4 v3, ]) . | 


9. a) Đường tròn tâm 7 (biểu diễn số 7) bán 
kính I ; b) Trục thực ; c) Đường trung trực đoạn 
thẳng nối Ó với điểm 4 biểu diễn số 3 + 4i. 

11. Thực ; Ảo ; Ảo. 12. a) Trục ảo trừ điểm 


gốc ; b) Hợp hai đường phân giác của góc giữa 
trục thực, trục ảo ; c) Hợp trục thực và trục ảo ; 


đ) Trục ảo bỏ điểm 7 (biểu diễn số ¿ ). 


1 3 8 4 
13.a) l+2¡;b Ma l 
a) r;b) 10 * 10” XI si 
đ) —¡, —3i, 2 + 3¡ ; e) +21. 
tac Ho! 2x 


XP ng +tơ-1Dˆ) 2+@-Đˆ ` 

b) Trục ảo bỏ đoạn thẳng nối 7, J (7 biểu diễn ¡, .J 
biểu diễn —) ; 

ÓA' _ OB' _ A'B' — 
ÓA OÓB AB 


JŠ 


1. +Š C1+0 :#\j2(+j) :42i; 


1+^45 


2 


16. 


ziÏ2 


+(2 + V3). 19. a) 


;b)—-1+2¡; 
€)2¡/;—l+i. 


20. b) 3 +¡, I — 2. 21. a) . —Ð,Ú: 
b) 8= +@ +). 


"- 
23. a) = :b) X2q+p :e) (1+2). 
_- 
24. a) —1, sp :b)+1, #ï; 
1-13 đãi 


c)#+(I—7),+(1+¡);đ)-I1, 2 2 


25.a)b=-2,c=2;b)a=-4,b=6,c=-Ả. 


26. b) t[ax? — iinE] 


= +sQ2 +2 J2 ~ 42). 
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27. a) |kz| = |k|r, acgumen của &z là ø nếu & > 0 


và là ø+ 7 nếu k < 0 (sai khác 2lr, Ï e Z). 


28. d) sinø +¡cosợ 


= „ = ø) + iin[ = ø) 


? =~512. 30.a) 1+ AJ3¡ : Lê Ễ + k2m. 


32. cos4ø = cos°ø—6cos” øsin NI h 
sin4ø = 4(cos” Øsinø@ — cosøsin” ộ). 


m' 
6, "—. 
“=- 


34. n là bội nguyên dương của 3, không có mm. 


35. a) 3(sos" + _) h 
đe» + ning) 
và đ[s» + ni n} 


8 


1 LẠ ‹ v3 
b) 3 COS7- + ¿sin ` COS 


36. a) - lsa(-2) + ) : 
5 
b) (so X. +/sIn ) 
3m 8 
GO8-C- 


c) 2sinf Kt _ 5] + nin|8 — 3Ì) 
2 22 22 


¬.: 
—>0; 
TS VY 


„„ đc loi si |, 
( 2sn5 Ì|co|Š + E]+ in 5 + ) 
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xế „ 

nếu sin” < . 
¬--..... 

37. a) —46 và —9 ; b) 26 và 26) 

c) y=0 hoặc x = l. 

"“ ......... 
39. a) 3¡ ; —¡ ; b) mm xa. 
c)1+2¡,—1 +i. 

40. b) An cá, KN, 


41.a) 8/3 +) = l6 eox5 + ninE 


b) 4(eo5 + án 43.(C) 44. (A) 
45.(A) 46. (B) 47. (B) 48. (A) 49. (B) 


50.(C) 51.(A) 52. (B) 53. (B) 54. (Bì. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


2.c) ƒG,5)ƒ(,6)< 0 > 3,5<ø<3,6. 
4. 5 máy. 


1 
Š. max ƒ(x)=-—— ; min ƒ(y)=—~ 
ĐH II ) N3 TH Đi ) 
6.a) 1; b)Á >B.7.b) Š — 
8.a) y`= ¿0y an —sInx|; y= Sai 
COS X In2 


10. a) x= + +Én Và YX= + +Én¿ 
6 3 
x4 +b | so #105 
16 ˆ ° ——: ° 


Đ)š= [2ig]}-I.92<x<3: 


s=| “ai G 


2 


C;b) —3COS+x — c€Os3x #Œ:; 


In xây 
———+ 
Š 6 


12. a) 
c) In|cosx| + x tanx + Œ. 


13. #6) = 4x — 2sin [ $ s] +9, 


14. a) h . HD : Đối biến x = tan/ ; 


1 . 2x+1 
b) —=. HD : Đối biến /£= ;C)©e—2. 
3/3 43 
8 243 x(e? — 1) T 
15.a) — ;b) ——. l6. ———— ;Ð) —: 
5 B) 3? ) § 6. a) 2 ; )5 


3_—i 


17.2/;3—¡;1+4i ;—l+3i ; 2 


18. a) 4/x/3 ;b)4 ; c) 16¿ ; đ) — 


20. Hình tròn tâm 4 bán kính 4 (A biểu diễn số 
3+A/3). 

21.3(1 +3) ;+(2+j);+(2 — 0. 

22.a) 1+¡, 2—¡ ; b) cosø, /sinø. 

23.—-641; FT 
24.(A)25.(C) 26. (B) 27. (B) 28. (C) 29. (D) 
30. (C) 31. (C) 32. (B) 33. (A) 34. (D) 35. (A) 
36. (A) 37. (C) 38. (Bì). 
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